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Capítulo 


Medidas de arcos e ângulos 


1.1. ARCOS DE CIRCUNFERÊNCIA 


Se dois pontos, A e B, são tomados sobre uma circunferência, esta fica dividida 
em duas partes, denominadas arcos de circunferência ou, simplesmente, arcos (fig. 
1.1). A e B são as extremidades desses arcos. 


Fig. 1.1 


Se A e B coincidem, um dos arcos fica reduzido a um ponto; o outro é a própria 
circunferência: são chamados, respectivamente, arco nulo e arco de uma volta (fig. 
1.2). j 
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1.2. MEDIDA DE UM ARCO 

Fixando-se sobre uma circunferência um arco PQ não nulo, medida de um arco 
AB da mesma circunferência é a razão entre os comprimentos de AB e PQ. Em 
termos mais simples, é o número de vezes que o arco PQ “cabe” no arco AB (fig. 1.3). 
O arco PQré a unidade de medida. 


B 


P Q 
Fig. 1.3 


Exercícios Resolvidos 


1.1) Numa circunferência, adotou-se como unidade um arco de comprimento 
0,5 cm. Calcule nessa unidade, a medida de um arco AB cujo comprimento é4 


cm. 
Solução 
med AB comprimento de AB 
comprimento da unidade 
- Assim: 
med ÃB=“.-8 
à 0,5 


1.2) A unidade de medida de arcos de uma circunferência tem comprimento 
1,5 cm. Um arco AB dessa circunferência tem medida 3 unidades. Determine o 
comprimento do arco ÁB. 


Solução 
comprimento de AB 


ga comprimento da unidade 


Assim: 


— compr.de AB 


3 15 


Logo; comprimento de AB = 4,5cm 


12 ” 


1.3. ÂNGULOS 


O plano determinado por duas semi-retas Oa e Ob, de origem comum (o) 
(fig.1.4), está dividido em duas regiões (ambas contendo as semi-retas) denominadas 
ângulos. O é o vértice desses ângulos; Oa e Ob são seus lados. 


Fig. 1.4 


Na fig. 1.4, o ângulo (1) é denominado convexo e o ângulo (Il), côncavo. Ambos 
são indicados pela notação a Ôb. 


1.4. MEDIDA DE UM ÂNGULO 


Dado um ângulo aôb, constrói-se, com centro no ponto O, uma circunferência 
de raio qualquer; assim, os lados do ângulo determinam, na circunferência, um arco 
AB. Adotando-se como unidade um arco PQ da circunferência (fig.1.5); convenciona- 


se, então, que a medida do ângulo aôb é a mesma do arco AB em relação à 
unidade escolhida. 


Fig. 1.5 


A convenção feita equivale a adotar, como unitário, o ângulo pôa 


correspondente ao arco unidade Pa. 


Fica assim estabelecido que as unidades de medida para arcos e para ângulos 
podem receber as mesmas denominações. 
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1.5. UNIDADES USUAIS DE MEDIDA 


1) GRAU - é um arco unitário PQ iguala —=> da circunferência (fig. 1.6). 


4 
360 

Assim, o arco PÔ tem medida 1º (um grau) sendo que um arco AB terá 
medida G graus se o arco PQ “couber G vezes em ÁB": também é verdadeiro dizer 


que o ângulo central (vértice no centro da circunferência) correspondente a AB medirá 
G graus. É claro que o arco de uma volta mede 360º (fig. 1.6) e o arco nulo, 0º 


Fig. 1.6 


Subdivisões do grau = grau admite como subdivisões o minuto ( ') e o segundo 
("), de forma que 


2) RADIANO - é um arco unitário PQ cujo comprimento é igual ao comprimento 
do raio da circunferência. 


Assim o arco PQ ten: medida 1 rad (um radiano), sendo que um arco AB terá 
medida a rad se o arco PQ “couber a vezes em AB ”, também o ângulo central correspondente a 


AB medirá o rad (fig. 1.7). É claro que o arco nulo mede 0 rad. 


14 E 


Exercícios Resolvidos 
1.3) Determine a medida o, em rad, de um arco de comprimento 15 cm, em uma 
circunferência de raio 12 cm. A 


« ( 


Solução 
med (em rad) = comprimento do arco ( 
; comprimento do raio 
Assim: 
15 k 
“=7> e, portanto a = 1,25 rad 


1.4) Calcule o comprimento do raio na figura: ( 


50 em t 


Solução 
med. A ÕB = med AB = comprimento de AB ( 
comprimento do raio 


Assim: 


2 O. logo, r=25em 


1.6. O NÚMERO x: UMA RAZÃO GEOMÉTRICA 


Um problema que interessou matemáticos de todas as idades: da civilização foi o 


cálculo da razão entre o comprimento (C) e o diâmetro (2r) de uma circunferência. / 


O leitor já deve saber que, qualquer que seja a circunferência, a razão = é, 


constante, dando o número irracional representado por x; disso resulta a conhecida expressão do, 
comprimento da circunferência em função do raio: 


Utilizando áreas ou perímetros de polígonos regulares inscritos ou circunscritos à, 
circunferência, matemáticos egípcios (cerca de 1800 a.C.), babilônios, gregos chegaram 
a valores com aproximação apreciável-do que hoje representamos por x. Arquimedes, por ( 
exemplo (nascido por volta de 287 a.C.), “cercou” o valor de r fazendo a razão entre os 
perímetros dos polígonos regulares inscritos e circunscritos à circunferência, “começando “ 
com o hexágono regular e dobrando, sucessivamente, o número de lados, até chegar a, 
96 lados", 


É interessante comparar algumas aproximações de x obtidas por matemáticos da: 
Antiguidade com uma aproximação atual com, digamos, 7 casas decimais: 


6 expressão 
2r decimal 
Egípcios 2 3,1666687 
Babilônios 2 3,1250000 
Gregos 228 164.20) Entre 3,1408451 
(Arquimedes) A e 3,1428571 


*Vei (New York, John Wiley & Sons, 1968) 


1.7. ARCO DE UMA VOLTA 


se AB é o arco de uma volta, sua medida, em radianos, é 27. 
De fato, como 


med, ÁB = — comprimento de ÁB 
comprimento da unidade 


e compr. AB = compr. circunferência = C = 2nr, vem: 


med. ÁB (em rad) = =2n 


Então: med. arco de 1 volta = 2 rad e, portanto, 


Notas: 12) É costume omitir-se o símbolo rad; portanto, se for dito que'um arco mede 
2, fica subentendido que sua medida é 2 radianos. 


2º) Para a maioria das aplicações que desenvolveremos, será plenamente 
satisfatória a aproximação 7 = 3,14. 


1.8. COMPRIMENTO DE UM ARCO 


Problema: Se a é a medida em radianos de um arco AB de uma circunferência de raio r, 
qual o comprimento £ desse arco? 


16 s 


Solução 


comprimento de AB 


med. AB(em 12d) = comprimento do raio 


A enão:a= í, donde 


Assim, pode-se enunciar que 


1.9. CONVERSÃO DE UNIDADES 


Se a medida de um arco AB em radianos e graus, fornece, respectivamente, os 
números a e G (a radianos e G graus), a relação entre tais números é obtida pela proporção 
indicada por: 

2n rad correspondem a 360 graus 
a rad correspondem a G graus 


L.!S cualnda: 


tem-se, então, que 2x” 360 


Essa relação permite a mudança de medidas de arcos (e ângulos) de graus para 
radianos, ou o inverso, de radianos para graus; os exemplos a seguir esclarecem: 


a) Se um arco mede 120º, fazemos G = 120; então: 
ao 120 


2n 2n 
Eae =>. Assim, 120º= S—rad 
x 780" donde o 3 3 


b) Se um arco mede a rad, fazemos a = & então: 


21 
sous G=40. Assim, 27 ad =40º 
RABO! donde 9 
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Exercícios Resolvidos 


1.5) 


1.8) 


18 


Determine o comprimento « do arco da figura. 


4 


Solução 
Convertamos, inicialmente, 135º para a rad: 


. 185 
480 


[4 
r 


como /=a:r, vem (=SE.28=2tmcm 


f 


Adotando a aproximação « = 3,14, obtemos « = 66em 


Determine o valor de r na figura. 
( 


VA 


Solução 


Se a é a medida em radianos de um ângulo central como na figura abaixo 


temos: (1=ar € (:=or ouseja: 


Portanto, no caso da figura dada, temos: 
2 


Nau nd E 
10 T' donde r=15 cm 


1.7) Calcule a medida em graus do arco de medida 1 rad. í 


Solução l 
"0 a ( 
Em —=-=> fazemos a =1, temos, então: 
n 180 ; 
1 G 180 
TETHO! donde Sir 
180 
adotando x =3,14, vem G =314 
ú 18000 314 ! 
3 2300 ( 
(=) 102 5719/29" 


x 60 


2980 
154 
x 60 


E 


minutos 


9 9240 
8 2960 
3) 134 
E 


Para a aproximação adotada, obtemos que 1 rad = 57º 19'29" 


Exercícios Propostos 


1.8) Numa circunferência adotou-se, como unidade de medida, um arco de 
comprimento 0,2 cm. Nessa unidade, o arco AB mede 4,5 unidades. Qual é q 


comprimento do arco AB? 
( 
1.9) O arco AB de uma circunferência tem comprimento igual a 10 cm e a sua 


medida é 2,5 unidades. Qual é o comprimento da unidade de medida? 
( 


1.10)  Adotou-se numa circunferência uma unidade de medida cujo com primento é igual 
ao do diâmetro. Nessa unidade, qual é a medida da circunferência? 


1.11) Numa circunferência de raio r, o arco AB, de comprimento 5 cm, mede 2 


rad. Em outra circunferência, de raio R, o arco CD, de comprimento 5 em, mede 
( 
3 rad. Determine a razão ne 


( 
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( 


1.12) O arco AB da circunferência de raio r mede x rad. O arco CD da circunferência 
de raio 2r mede tambem x rad. Determine a razão entre os comprimentos dos 


arcos AB e CD, isto é, calcule a razão SOmPr. AB 
compr. CD 
1.13) Caleule as medidas em radianos dos arcos de medidas 15º, 18º 20º e 50º. 


1.14) Converta em radianos a medida do arco de 15º 19, 


E adotando a aproximação x = 


Capítulo 


Razões trigonométricas no 


triângulo retângulo: 
seno, cosseno e tangente 


2.1. RELAÇÕES MÉTRICAS NO TRIÂNGULO RETÂNGULO 


São conhecidas da Geometria as relações entre os elementos métricos de um 
triângulo retângulo; é, no entanto, conveniente uma recordação de tais propriedades. 


Consideremos um triângulo retâny lo ABC, onde a hipotenusa BC e os catetos 
AC e AB tem medidas a, b e c, respectivamente (fig.2.1). A altura relativa à 
hipotenusa, AH, tem medida h e determina os segmentos BH e He, de medidas n e 


m, que são as projeções ortogonais dos catetos AB e AC sobre'a hipotenusa (é claro 
quen+m=a). 


Fig. 21 


Os triângulos ABC, HBA e HAC são semelhantes conforme mostra a fig. 2.2: 
AA 


A 
c 
da pao) 
B a cB n 


H Hm C 


Fig. 2.2 


Podemos, então, escrever as seguintes proporcionalidades entre os lados 
homólogos: 


21 


5) Somando membro a membro as relações obtidas em 1 e 2, vem: 


bi+c? =am+an > bi+c? = a(m+n) 
RUA) 
a 
e portanto: 


que é o conhecido Teorema de Pitágoras. 


Podemos, então, enunciar que para qualquer triângulo retângulo: 


22 RAZÕES TRIGONOMÉTRICAS NO TRIÂNGUL Ss 
COSSENO E TANGENTE RNA IERSCERE MEN 


Consideremos alguns triângulos retângulos AjB1C4, A2B>Ca, A j 
e 1 2C2, AsBsCa,..., cujos 
catetos e hipotenusas tem suas medidas indicadas na figura 2.3; se ivae 


med. B; =med. B2 = med. B: = a, é imediato que tais triângulos são semelhantes. 


É 
Ez 
o é as 
ZEN 4 [E] a dd q ú 
|) E! 
B5 q A Bo Cp A B [E Sha 
Fig. 2,3 


Dessa semelhança podemos extrair determinadas razões que, como veremos, 
estarão diretamente relacionadas com a, que é a medida de um dos ângulos (. 
agudos dos triângulos. Assim, temos: 

1) bb Da cateto opostoaa  stante 

: a a as hipotenusa ( 

Essa constante independe de qual dos triângulos retângulos estamos 
considerando. É uma característica do ângulo agudo oposto aos catetos bi, ba, bs. 
Podemos concluir que, em qualquer triângulo retângulo, a razão entre o cateto oposto | 
a um ângulo e a hipotenusa será uma constante que depende, não do “tamanho” do 
triângulo, mas da medida do ângulo considerado; a essa razão (constante) damos o 
nome de seno do ângulo agudo e, no caso do ângulo de medida a, indicamos por 
sen q f 

2) GC Sa cateto adjacente a o 

aq a as hipotenusa 


Pelas mesmas considerações feitas no 1, concluímos que, em qualquer 
triângulo retângulo, a razão entre o cateto oposto a um ângulo agudo e a hipotenusa () 
uma constante que depende da medida do ângulo considerado; a essa razão damos o 


nome de cosseno do ângulo agudo e indicamos por cos o. 
by bz ba | cateto oposto a a 
cy Cp Cy Cateto adjacente a à 


= constante 


= constante 


Analogamente aos dois casos anteriores, vemos que a razão entre O cateto 
oposto e o cateto adjacente a um ângulo agudo, em qualquer triângulo retângulo, é | 
constante; a essa razão damos o nome de tangente do ângulo agudo e indicamos por 


tg a 


Temos assim definidas as chamadas razões trigonométricas no triângulo 
retângulo. Podemos, então, enunciar que: 


2.3. APLICAÇÃO IMPORTANTE: ÂNGULOS NOTÁVEIS 


Problema: Construir uma tabela com os valores de senos, cossenos e tangentes 


( dos ângulos de medidas 30º, 45º, 60º. 


IO a 


Solução 


a) Consideremos um triângulo retângulo isósceles ABC (fig. 2:5), cuja 
hipotenusa mede a e cujos catetos medem b. 
Pelo Teorema de Pitágoras: 


a =b2+b?=2b? logo, a=by2 
Tomando as razões trigonométrica para o ângulo B, temos: 


(o) 
b 1 1a 
sen 45º'=—=-—==-—=; logo, sen 45º= 
a no q 
CRS a HERE 
cos 45 E =sen 45º; logo, cos 45 TR b 
tg 45º= E logo, tg 45º=1 
A b B 
Fig. 2.5 


b) Consideremos, agora, um triângulo equilátero MNP (fig. 2.6) cujo lado mede a 


e cuja altura mede h. 

Como o triângulo MHN é retângulo, pelo teorema de Pitágoras: 
2 2 2 

a? =h? (3) Es hÊ da = , logo, h= 23 ae 


Para o ângulo de medida 30º, temos: 


(3) 
sen 30º= aéz. 1 


O=— 
; logo, sen 30º = Z 
É + 
2 
cos aos. 5 ; logo, cos sor= 38 


1 J3 
===; logo, tg 30º= *— 
h [28] J3 3 


Para o ângulo de medida 60º, temos: 


3 
sen 60º = 0 = cos 30º; logo, sen 60º = a 
2 1 
cos 60º = E) =sen 30º; logo, cos 60º = 3 
E) 
2 
tg got= = : logo, tg 60º=«/3 


(6) (3) 


Podemos, assim, construir a seguinte tabela (”) que será de grande utilidade no 


estudo da Trigonometria: 


Exercícios Resolvidos 


2.1) 


2.2) 


Determine os catetos de um triângulo retângulo cuja hipotenusa mede 6 e um dos 
ângulos mede 60º. 


Solução 
No triângulo da figura 2.7, temos: 


E b 6 

DSN3 Db. =343 

sen 60º= 2 => 15 = 5 logo, b J3 

cos -Coj=gi logo, c=3 o E 
E Fig. 2.7 


Determine os ângulos agudos de um triângulo retângulo para o qual a razão entre 
a soma dos catetos e o cateto menor 341. 


25 


Solução 


Sendo b e c, com b > c, as medidas dos catetos (fig. 2.8), 
b+c N 


tem —— = ot PB a E 
os que = V3+1 então: Sed = 3 +1 ou qe 3; 
b 
como — =tg o, vem tga = 3 e, portanto, a = 60º ? 
Sendo B = 90º — ax, [3 = 30º. 
Eles 


2.3) 
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c 
Fig. 2.8 


(*) No final deste volume, encontra-se uma tabela com os valores de senos, 
cossenos e tangentes de ângulos com medidas variando de grau em grau. 
Tais valores são dados com aproximação até a 4º casa decimal. Por exemplo, 


sen 45º = dE =0,7071. 


Um observador, a bordo de um barco em movimento retilíneo, mede, num certo 
instante, o ângulo definido pela trajetória do barco e uma linha imaginária que o 
liga a um farol, Algum tempo depois, faz uma nova medida. Sabendo que as 
medidas obtidas foram, respectivamente, 45º e 80º e que entre os instantes de 
cada medida a menor distância que o barco esteve do farol foi de 1000 metros 
calcule, com aproximação de 1 metro: 


a) a distância percorrida pelo barco entre os instantes das duas medidas: 


b) as da entre o barco e o farol nos instantes das primeira e segunda 
medidas, 


N 
E 
a, 
1000 m 


; Ne de - 
PE am dA 


Solução 
Na figura 2.9, temos: 


a) o triângulo retângulo AHC é isósceles: logo, x = 1000 m; 


2.4. PRIMEIRAS RELAÇÕES FUNDAMENTAIS 


1000 1000 1000 | E ( 
, donde V=g805" 5,6713 = 176,3; como a 


aproximação exigida é de 1 m, temos y = 176 m. Assim, o percurso do barco foi 
de x+y = 1176m. 


no triângulo BHC: tg 80º= 


i 1000 1000 1000 ' 
â j = = = =1414,2 
b) notriângulo AHC: sen 45 , donde b Sen 45º * 0,7071 1 ( 
R é o 1000 = 1000 1000 0454 
no triângulo BHC: sen80º = a donde a= sen 805” 0,9845 ” j 


Assim, as distâncias do farol ao barco, nos instantes das medidas, foram, | 
respectivamente, 1414 m e 1015 m. 


Conforme as definições das razões trigonométricas, 


temos, para o triângulo da figura 2.10: A 


b c 
sena=— e cosa=— 
a a 


Elevando ao quadrado, membro a membro, as duas [1 


igualdades, encontramos: A c B q | 
2 2 ( 
sena = 2. e costu=". Fig. 2.10 
a a 


Somando então essas duas últimas igualdades, obtemos: 


2 2. b2? o bre? a? 
senta +cos2a= "5 +55 =>"". = | 
a a a a 


e, finalmente, sen?o. + cosa, = 1. 

Da mesma forma, para o ângulo de medida f3, encontraríamos: 
sen?B + cos?p = 1 

Em geral, para todo ângulo agudo de medida a, tem-se: 


: E ( 
Esta igualdade, como veremos em capítulo posterior, será generalizada para todo 


ângulo (ou arco) de medida a; tal igualdade é conhecida como primeira relação 
fundamental da Trigonometria. Outra relação, também fundamental, é obtida se, 


dividirmos sen a por cos a; assim: 


logo, podemos escrever: 


' 
Podemos, como exemplo, verificar as relações acima com os valores da tabela 
para os ângulos notáveis: 


ES ' Z 
a) serê30" scosê 30? =[5) 3 = dB 
2) MU | a mem 
É] 
sen 60º 2 
b) cos BO = 7 = Vô =t9 60º 
E 
sen 45º 2 
9 qeasno (up 7 tetade 


Exercícios Resolvidos 


24) Calcule senge tgaSabendo quea é um ângulo agudo e que 


1 
cosa= — 
3 


Solução 
1º) como ser?a. + cos?a= 1, temos: 
senZo, = 1 -—cos?o =1-— (3) pas 
8 9 9 
Assim, sena = e = EE 


seno 


2º) como tga == temos: 
cos à 


E 
(3) 


2.5) Sendo sena. — cosa, = m e o um ângulo agudo, determine o produto 
seno cosa. : 


=242 


tga= 


Solução 


Elevando ambos os membros da igualdade dada ao quadrado, temos: 


. 
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| 
| 
| 
| 
| 
| 


(sena. -cos 0)? =m? > sento — 2senaicosa. + costa =mº; 


mas, sena. + cos?ot= 1; então: 


1- 2senaicoso. = m? > 2senacoso. = 1 —m? e, finalmente 
1-m2 


2 


sen O: cos O =" 


2.6) Prove que: 
( , —sen a)( d —cos a)lg*8 a) 
sen o cos a tga 


Solução , 
Vamos partir do primeiro membro da . igualdade, lembrando que 


sen a. 
cos 0" 


má 1-sen?a )/1-cos?a )/ cosa. , seno) 
sena cosa Jlsena cosa 

"costa sena, (costa + sena)  cos?a. - sento. qe DE 
seno. cosa | sena.-coso sen2o, cos? a. 


tg o= 


Exercícios Propostos 


2.7) Num triângulo retângulo, um dos catetos mede 5 e a altura relativa à hipotenusa 
mede 3. Determine as medidas do outro cateto, da hipotenusa e dos segmentos 
que a altura determina sobre a hipotenusa. 


2.8) Notriângulo da figura são dadosm =3 en = 1 


Calcule a, b, ceh 


2.9) Com referência à figura do exercício anterior, sendo dados m = 5 eh = 5, 
determine as medidas dos demais segmentos indicados. 


2.10) Ainda com referência à figura do exercício 2.8, sendo dados b=2en=3, calcule 
as medidas dos demais segmentos indicados. 
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20): Voando a uma altitude de 1000 metros, o piloto mede, em dois instantes 
diferentes, os ângulos segundo os quais ele avista uma árvore, como indica a 
figura. 


Qual é a distância percorrida pelo avião entre os dois instantes considerados? 
Utilizar os valores tg 30º = 0,58 e tg 45º = 1,00. 


2.12) Sendo 4 cm o raio da circunferência da figura, calcule o comprimento da corda 
AB. Dados: sen 20º = 0,34 e cos 20º = 0,94. 


a 


B 


2.13) Calcule a medida c do lado AB do triângulo retângulo dado na figura abaixo. 
Dados: sen 25º = 0,42; cos 25º = 0,91; tg 25º = 0,47. 


2.14) Calcule a altura do edifício representado na figura. São dados: tg 87º = 19,1; tg 
58º = 1,6 


“CICCCICiÊ 


| 
| 
ke 


cos cl. 


2.17) Prove que 


2 
ae 1 — A+sena 
90 +osa) * T-sena 


2.18) Simplifique a expressão 
sen%x + cos'x — sen'x — cos?x + sen?x 


Exercícios Suplementares 
Ler 


2" 
circunferência. 


ins a 


2.15) Sendo a a medida de um ângulo agudo tal que' sena -5, calcule cos o e tg ot. 


2.16) Sendo o a medida de um ângulo agudo tal, que tg a« = 3, calcule sen a e 


1.1) A parte assinalada na figura é um setor circular, cuja área é dada pela expressão | 


S=-—, onde £ é o comprimento do arco ABeréo comprimento do raio da 


Considere, agora, a segunda figura, onde ot é a medida, em radianos, do ângulo 
. Az Ô Bo e não são conhecidos os raios das circunferências. Escreva, em função ( 
.de a, A e to, a expressão da área da região A,BiB2Ão. 
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1.2) 


1.3) 


1.4) 


1.6) 
1.7) 


1.8) 


1.10) 


Se, na segunda figura do exercício anterior, tivermos que a área de A,BiB>A, vale 


cm? e += em, determine o valor de OA - Ar. 
Resolva o sistema 
Jasm= & 
2a +3b= 258 


dando a resposta em graus. 
Defina uma unidade de medida para arcos (e ângulos), dando-lhe o nome de 
Grado, de modo que o arco de meia volta tenha medida 200 grados. “Se um arco 


AB tem medida a, radianos e x grados, determine a relação entre o, e x. 
Na figura ao lado, determine as alturas das torres e a distancia entre seus topos. 


A hipotenusa de um triângulo retângulo mede 10 m e a mediana relativa a um 
dos catetos mede 8 m. Utilizando a tabela do final do livro, determine 
aproximadamente as medidas dos ângulos agudos do triângulo. 


Um triângulo retângulo tem um dos catetos medindo a e hipotenusa de medida 
3a, Calcule o quadrado da soma dos senos dos ângulos agudos desse triângulo. 


Sendo a a medida de um ângulo agudo tal que tg a = 1 +/2, calcule sena, e 
2 
cosa. 


Seja a. um ângulo agudo tal que sen ot + cos o: = m. Calcule, então, 
a) sena - cosa 


1 
b) ara 


Sendo a um número real diierento de 2, calcule 9 valor da expressão 
y = a(sen*x + cos) + 2asenx - cos?x — 2sen'x — 4cosx + 2c08% 


Capítulo 3 — Circunferência trigonométrica 
Capítulo 4 — Seno e cosseno 

Capítulo 5 — Tangente e cotangente 
Capítulo 6 — Secante e cossecante 
Capítulo 7 — Redução ao 1º quadrante 
Capítulo 8 — Equação simples 


2 ——W———W—Ww—w—————— 


. com AB; o ponto A é chamado de origem do segmento orientado e o ponto B, de 


Capítulo 


" Circunferência 
.- trigonométrica 


3.1. SEGMENTO ORIENTADO 


Sobre um segmento de reta AB podemos fixar dois sentidos de percurso: um de 
A para Be o outro de B para A. 
Quando sobre o segmento AB fixamos um dos sentidos de percurso, 


construímos um novo objeto matemático: o segmento orientado. | 
Se o sentido escolhido for o de A para B, O segmento orientado será indicado 


extremidade do segmento orientado. Por outro lado, BA indicará o segmento orientado 
de B para A: aorigem éBe a extremidade é A (fig. 3.1). 


h po —eB As po B poem 
— ; —> — 
AB AB BA 
; Fig. 3.1 
3,2. EIXO 


Se sobre uma reta (r) fixarmos um sentido de percurso, obteremos uma reta 
orientada; o sentido adotado é, convencionalmente, chamado de positivo 
(fig. 3.2) e o sentido oposto, de negativo. 


ER cád 
(sentido positivo) f 

Fig. 3.2 y 
( 

Se, em seguida, sobre a reta orientada fixarmos um ponto O e um segmento 


unitário OU, obteremos o que se denomina um eixo. O ponto O recebe o nome de! 
origem do eixo; qualquer segmento AB do eixo terá sua medida dada em relação aí 
OU, isto é, amed. AB será expressa pelo número de vezes que OU “cabe" em AB. A, 


figura 3.3 mostra um eixo e um segmento AB de medida 3. 


origem al U A B 


Andes É. 


segmento unitário 4 
Í Fig. 3.30 ( 


” 


(*) Para maior clareza dos desenhos, omitiremos, na figura de um eixo, o segmento 
unitário OU, apresentando apenas a reta orientada e a origem O. 


3.3. MEDIDA ALGÉBRICA DE UM SEGMENTO ORIENTADO 


Se AB é um segmento orientado de um eixo e, então medida algébrica de AB 


é o número real AB dado por +med. AB ou -med. AB, conforme o sentido de AE 
concordar 'ou discordar do sentido de e (fig. 3.4). 


(6) B A e Oo: A ' Be 
— pes pp 
AB =— med. AB . AB= +med. AB 
) Fig. 3.4 ? 
Como exemplos, na figura 3.3 temos AB=+3 e BA=-3 
Observações 
1º)Se A = B, temos o segmento nulo, cuja medida algébrica é 
AB=BA=0 


2º) É imediato que, em qualquer situação, AB = -BA ou AB+BA=0 


3.4. RELAÇÃO DE CHASLES 


Para três pontos, A, Be C, dispostos arbitrariamente sobre um eixo e, vale a 
relação: 
AB+BC+CA=0 
A prova dessa relação deve ser feita para cada um dos seis casos possíveis (fig. 


3.5) de disposição dos três pontos sobre e. Vamos fazer, como exemplo, a 
demonstração do caso (V); as demais se efetivam de modo análogo. 


(1) A B (o) e (1V) B C A A 

(1) pato açao O aço (V) e RE q 

(11) Re E (VI) AR e 
Fig. 3.5 


Observa-se, em (V), que os segmentos CA, AB e CB são tais que 
med. CA +med. AB = med, CB (1) 


Como os segmentos orientados CA, AB e CB tem o sentido do eixo e, suas 


medidas são iguais às suas medidas algébricas (todas positivas). Pode-se, então, 
escrever a relação (1) 


CA+AB=CB 
ou 


CA+AB-CB=0 
36 a e 


Mas tem-se que: -CB = BG; portanto AB +BC+CA=0 


3.5. SISTEMA DE ABSCISSAS 
Se sobre um eixo e (origem 0) quisermos localizar um ponto P, devemos 


conhecer a que “distância” ele se encontra da origem (med. OP) ese a partir dessa 
origem, ele se acha a caminho do sentido positivo ou do sentido negativo de e. Esses 
elementos nada mais descrevem do que a medida algébrica do segmento orientado 


OP. Assim, a posição de qualquer ponto P de um eixo estará determinada pela medida 
algébrica do segmento OP, que se denomina abscissa de P (xp): 


Portanto, um eixo e define um sistéma de abscissas que a cada ponto associa 
um número real e reciprocamente. A figura 3.6 mostra alguns exemplos. Para os pontos 
A,B,C, DeO, temos: 


a 
OA=xp =-2; 0B=xg =v3; 0C=xç=4 OD=xp=-5: xo =0 


0 B 
; Da Em + A 
NA -2 (o) v3 4 
é Fig. 3.6 


i i ientado AB 
É possível, agora, expressar a medida algébrica de um segmento orien 
através de abscissas de sua origem A e de sua extremidade B. Sendo xa e xp essas 
abscissas (fig. 3.7), a relação de Chasles permite escrever: 


oO A B 
[frames pero O 
Xa *B 
Fig. 3.7 


OA+AB+BO=0 
como OA =x, e BO=-OB =x, vem: 

XA +AB-xg =0 
donde, finalmente 


Enunciamos, assim, que: 
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Exercícios Resolvidos 


3.1) Determine a abscissa do ponto P de modo que a medida algébrica de PM seja — 
5, dado que. xu = —1. 


Solução 


Como PM = xy — x», temos: 
1-xp donde xp =4 


3.2) Os pontos A, Be C estão sobre o mesmo eixo e tem abscissas, respectivamente, 
iguais a —1, 2 e -3. Calcule a abscissa do ponto P para o qual 


AP.AB+BP.CP+AC=0 - 
Solução 


AP.AB=(xp-xa)(Xa —xA)= (xp + 1241) = 3xp +3 
BP.CP=(xe-xB)(xe-Xo)= (xo -2)(xp +3)=X,2 +Xp 6 
AC=xc-xa =-3+1=-2 

Então 


AP.AB+BP.CP+AC=0> 
=3xp+3+X 2 +Xp-6-2=0 => x5+4x,-5=0 


donde xp =-5 ou xp =1 


3.6. SISTEMA CARTESIANO ORTOGONAL 


Consideremos dois eixos perpendiculares Ox e Oy, cuja origem é a interseção O, 
que tenham a mesma unidade de medida (fig. 3.8). A localização de um ponto P 
qualquer do plano determinado por esses eixos pode ser feita através da associação do 
ponto a dois números reais obtidos pelo seguinte processo: conduzimos por P retas 
perpendiculares aos eixos: uma delas encontra o eixo Ox no ponto P:, de abscissa xp e 
a outra encontra o eixo Oy no ponto P>, de abscissa yp. Obtemos, assim, um par 
ordenado (xp, yo). Os números xp e yp chamam-se coordenadas de P, sendo que xp é 
chamado abscissa e yp é chamado ordenada. O sistema de coordenadas estabelecido 
por esse processo DRE cartesiano ortogonal. 

y 


P,> (5) 
Ypt a a t 
! 
[7] IPjo x 
+ Ea 
o Xp 
Fig. 3.8 
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A figura 3.9 mostra alguns pontos do plano cartesiano com suas respectivas 


coordenadas. É importante observar que os pontos pertencentes ao eixo Ox possuem | 


ordenada y = 0, enquanto que os pontos pertencentes ao eixo Oy possuem abscissa x =, 


0. 


Fig. 3.9 


Quadrantes — Os dois eixos do sistema dividem o plano em quatro regiões, 
denominadas quadrantes e numeradas conforme figura 3.10. Convenciona-se que os 
pontos situados sobre os eixos não pertencem a nenhum dos quadrantes. É imediata a 


relação entre cada quadrante e os sinais das coordenadas dos pontos; assim, um ponto 


do primeiro quadrante tem suas duas coordenadas positivas e um ponto do segundo 
quadrante tem abscissa negativa e ordenada positiva. Em resumo: 


yÃ 


Vx 


tm Iv 


Fig. 3.10 


( 


3.7. ARCO ORIENTADO 


Um arco de circunferência AP admite dois sentidos de percurso: de A para P ou 
de P para A; escolhido um desses sentidos, tem-se um arco orientado. Se o sentido 
+ adotado for de A para P, o ponto A é Chamado origem e P, extremidade; nesse caso, o 
arco será indicado por AP. Assim, PA indicará o arco orientado de P para A (origem Pe 
extremidade A) (fig. 3.11). 


E P P 
A A A 
Fig. 3.11 


Em qualquer dos casos, a medida é a mesma de AP que, como já vimos, é 
indicada por med. AP, dada em graus ou radianos. 


3.8. CIRCUNFERÊNCIA TRIGONOMÉTRICA 


Num sistema cartesiano ortogonal, consideremos o ponto A do eixo Ox, de 
abscissa igual a 1 (fig. 3.12). Construímos, então, com centro na origem O do sistema, 
uma circunferência que passa por A e tem, por isso, raio unitário 
(fig. 3.13). Vamos convencionar que o ponto A será:a origem dos arcos orientados 
dessa circunferência, isto é, que para percorrer estes arcos, A será sempre o ponto de 
partida. Vamos também adotar o sentido anti-horário como sentido positivo de 
percurso. Assim, a essa circunferência (de raio unitário, origem no ponto A, dotada de 
um sentido positivo), damos o nome de ciclo trigonométrico ou circunferência 


trigonométrica. 
anti-horário 
NS 


Fig. 3.12 Fig. 3.13 


3.9. MEDIDA ALGÉBRICA DE UM ARCO ORIENTADO 


se AP é um arco orientado da circunferência trigonométrica e sua medida, em 
graus ou radianos, é med. ÁP, medida algébrica de AP éo número real AP dado por 
+med. ÀP ou -med. AP, respectivamente quando o sentido de AP for anti-horário ou 
horário (fig. 3.14). 


ÁP = + med. ÁP 
Fig. 3.14 
É importante notar que, com extremidades num mesmo ponto P, existem dois 
arcos orientados AP, com medidas e sentidos diferentes (fig. 3.15). Se indicarmos por a 


a medida algébrica do arco AP de sentido anti-horário e por p a do arco AP de sentido 
horário, com a e p em radianos, teremos: p = (27 — o) ou 


Fig. 3.15 


Como exemplo (acompanhando na figura 3.15), se o =3"(1209), então 


21 


p= 2 om isto é p=-SE(-2409) Portanto, é a medida algébrica que estabelece a 


distinção entre os dois arcos AP, já que: ambos tem as mesmas origem e extremidade. 


No caso particular em que P coincide com A, podemos distinguir três arcos: o 
arco nulo, o arco positivo de uma volta e o arco negativo de uma volta 
(fig. 3.16); suas medidas algébricas são, respectivamente, zero, +27 (+360º) e 
—2n (-360º). - E 
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“ arco nulo arco positivo de uma volta arco negativo de uma volta 
; Fig. 3.16 


3.10. ÂNGULOS 


Foi observado que a cada arco da circunferência corresponde um ângulo 
central. As noções de orientação e medida algébrica podem, por essa razão, ser 
estendidas para os ângulos. Os pontos A e P (fig. 3.17) determinam as semi-retas. Ox e 
Op; podemos, então, considerar dois ângulos orientados: um é positivo e tem medida 
algébrica a (corresponde ao arco AP anti-horário); o ) outro é negativo e tem medida 
algébrica = a — 2x (corresponde ao arco AP horário). 


Fig. 3.17 


3.11, ARCOS OU ÂNGULOS COM MAIS DE UMA VOLTA 


Com o que já apresentamos sobre arcos e ângulos, concluímos que a medida 
algébrica a de um arco AP é, no máx'mo, 2x (quando AP é o arco positivo de uma volta) 
e, no mínimo, -2x (quando AP é o arco negativo de uma volta): portanto, -2m < a < 27. 
É fácil, porém, perceber a necessidade de se trabalhar também fora dessa faixa, isto é, 
trabalhar com arcos ou ângulos de mais de uma volta: basta levarmos em conta as 
aplicações da Geomerria e da Trigonomeria. Um móvel, dando várias voltas em uma 
pista circular e parando num certo ponto, que distância percorreu? Qual o número de 
rotações que um motor imprime em uma hélice após determinado tempo de 
funcionamento? Essas perguntas tem, para resposta, a "medida do arco” descrito pelo 
móvel e o “número de voltas” que uma extremidade da hélice tinha dado. Isso 
pressupõe a existência e o conhecimento de medidas para arcos de mais de uma 
volta, Para melhor entendermos o fato, vamos exemplificar: 
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: a ão 3% ; ( 
O ponto P (fig. 3.18) é extremidade do arco AP, AP = ER Um móvel que parta 


de A e percorra a circunferência parando em P pode fazer os seguintes percursos: 
1º) No sentido anti-horário e 
a): pára na primeira passagem por P; o arco descrito tem medida algébrica 
3m o 
q (135º). 


b) pára em P após ter dado uma volta completa na circunferência; o arct 
descrito tem medida algébrica. 


2 E dns (ou 135º +360º = 495º) (fig. 3.19) 


2º) No sentido horário e 
a) pára na primeira passagem por P; a medida algébrica do arco descrito é 


Ei -21= Res (ou 135º-360º= -225º) (fig. 3.20) 
b) pára em P após ter dado uma volta completa na circunferência; a medidk. 
algébrica do arco descrito é 


(S-2n]-an= nano E (ou-585º) (fig. 3.21) 


4 4 


Fig. 3.20 Fig. 3.21 ( 


Dessa forma pode ser obtida uma infinidade de outros arcos, dando-se várias 
voltas no sentido positivo ou no sentido negativo. Temos, então, uma forma generalizada 
de encarar o conceito de arco e, consequentemente, de medida algébrica; claro que 
essas idéias se aplicam também aos ângulos correspondentes. 


À 
p 


Fig. 3.22 


Por tudo isso é possível escrever a seguinte conclusão: um ponto P da 
circunferência trigonométrica (fig. 3.22) é extremidade de uma coleção de arcos 
positivos de medidas a, «a + 27, a + 47, a + 6x, ..., e de uma coleção de arcos 
negativos, de medidas a — 27, « — 47, a — 67, a — 8r, ... Essas duas coleções 
determinam o conjunto das medidas dos infinitos arcos com extremidade em P. 
Cada um desses arcos tem medida algébrica igual à soma de a com um múltiplo 
positivo ou negativo de 2x. Pode-se, então, representar genericamente as medidas pela 
expressão a + k: 27 ou ) 


onde k é uma variável inteira, isto é, um símbolo que'pode assumir qualquer um dos 
valores do conjunto s : 


Z=(..,-5,-4,-3,-2:-1,0/1,2: 3...) 
Nota: na família de arcos de extremidade P, O arco de medida o, é chamado de 
primeira determinação positiva se O < q < 27. Por exemplo, na figura 3.23, os arcos 


da “família” tem suas medidas dadas pela expressão E +2ka eo arco de medida 5 


é a primeira determinação positiva dessa família. De modo geral, ao escrevermos a 
expressão o. + 2km para representar os arcos (suas medidas) de extremidade P, 


procuramos utilizar, como o, a medida da primeira determinação positiva. Não sendo 
esse um procedimento obrigatório, é possível, então, escrever expressões diferentes 


que representem a mesma família. Assim, a expressão «E da, por exemplo, 
representa a mesma família que E roma, pois tanto + como & são medidas de 


arcos com extremidades no ponto P da figura 3.23. Diremos, então, que expressões que 
representem a mesma família de arcos são expressões -equivalentes. 
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Fig. 3.23 


3.12. ALGUMAS EXPRESSÕES IMPORTANTES 


Pelo uso que terão ao longo da Trigonometria, devemos conhecer as expressões 

dos arcos com extremidades nas interseções da circunferência trigonométrica com os 
y 

eixos cartesianos. A figura 3.24 mostra os pontos A, B, A eB ea tabela a seguir 


fornece as expressões (subentende-se, sempre, que k e Z). 


Extremidades 


Fig. 3.24 
3.13. ARCOS CÔNGRUOS 


Como vimos, a expressão a + 2kr (k e Z) representa as medidas dos arcos com 


extremidade num mesmo ponto P. A arcos de mesma extremidade damos o nome de 
ARCOS CÔNGRUOS. Assim, todos os arcos c2 uma mesma família representada pela 
expressão a + 2kx são côngruos. Se atribuirmos a K os valores inteiros k e ko, 
obteremos as medidas x e y de dois arcos côngruos: 
x=a+2km e y=o +2kom. Observemos que: 
x-y = (o + 2kym) — (o + 2kon) = 2kym — 2kom 
ou x-y=(k—ko): 27 


Como a diferença entre núm tei ki — ka) é um inteiro n, escrevemos: 


Podemos, então, enunciar que: 
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o que nos dá um critério de reconhecimento de arcos côngruos: basta efetuarmos a | 
diferença entre as medidas e verificarmos se obtemos ou não um múltiplo de 27. Por 
47x . 15m - 


exemplo, os arcos de medidas Zu e ZE são côngruos, pois: 
4in 157 327 
Z Zass q Sr=4(2m) 


r 


Exercícios Resolvidos 


3.3) Determine graficamente a posição (aproximada) das extremidades dos arcos de 
medidas x=+2E + 2kx (onde k é inteiro) 


Solução 


2 


Xx=+ 3 


+2kr pode ser escrita: 


2 
x=5+2ka ou x=-E +2km 


A primeira representa a família de arcos de mesma extremidade que z ea 


segunda, a família de mesma extremidade que-2E (1209). Temos, então, os 
pontos P e P' da figura. 


3.4) Calcule a primeira determinação positiva do conjunto de arcos de mesma 
- extremidade que o arco de medida 2715º, 


Solução 


“Retirando” o número inteiro de voltas (isto é, os múltiplos de 360º) que há em 
2715º, obteremos a, 0º < a < 360º. Para isso basta dividirmos 2715º por 360º: a 
se à o resto da divisão. Assim: 


2715º [360º 
7 
a 


portanto, a 1º determinação positiva é o arco de medida 195º. 
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3.5) 


3.6) 


Em que quadrante se encontra a extremidade do arco de medida the 92 


Solução 

38m 
3 

27. Para efetuarmos essa operação, trabalhando em radianos, podemos utilizar, 

uma regra prática descrita pela sequência: 

e escrevemos 27 na forma de uma fração de denominador 3 (o mesmo da! 


Seguindo a idéia do exercício anterior, devemos “retirar” de os múltiplos de, 


Temos 27 = = 


im, 287 =38.[E =e/E 
Assim, Canino (5) e 2n=6 3) 
e dividimos 38 por 6: 
38 |6 
2] 6 


e resto 2, multiplicado por 3 , dá o valor de a. 


E: 
28 


Logo, como a tem a mesma extremidade que (120º) (que é a medida 


da primeira determinação), pi é um arco do 2º quadrante. 


Calcule a primeira determinação positiva da família de arcos de mesma 


extremidade que dE ; ! 


Solução 
Como vimos no exercício anterior, escrevemos: 


Eos (2) 8 Om -10/(8) 


5) 5 
dividindo 23 por 10: 
23 [10 
31 2 
então: a' = Es 


O leitor percebeu que usamos a regra prática descrita no exercício 3.5 omiítindo o 
sinal —; como a medida fornecida é negativa, o que fizemos foi retirar as voltas 


inteiras negativas, portanto, obtivemos um arco de medida EU 
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( 


Para a obtenção da primeira determinação positiva basta fazermos agora (veja a 


figura): 
3% 7x 
2n-. = 
Sus 
Logo, a primeira determinação positiva tem medida 
Tn 
RE 
k A 13m 34n 
3.7) Verifique se os arcos de medidas SAO soe são côngruos. 


Solução 


efetuando a diferença, temos: 
137 34n) 2Im 

= - E )- 

são côngruos. 


7 =31= 5 -2n (não é múltiplo de 27). Logo, os arcos não 


3.14. EXPRESSÕES DO TIPO q + HT. dr 


Vamos considerar uma família de arcos cujas extremidades se distribuem na 
circunferência trigonométrica de modo a dividi-la, sempre, em partes iguais. A figura 
3.25 mostra um exemplo: os pontos P, A' e P' secionam a circunferência em 3 Rs 


iguais (sendo, portanto, núieça de um triângulo equilátero). Os arcos PA), Á'P) 
P'P sãoi iguais e tem medida A, ; o arco AP étal que ÀP = E 


Vamos escrever as medidas de alguns arcos cujas extremidades são, P, A' ou P*: 
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z, 242 T,4n Sm, Tbm tr, 
SM.  FSt uns 3 sinBienaa SMS D Sm 
RM AS P' F 

Tu2r Rat ido n.6r 5 
às 3 “é Eid 3 


Não é difícil notar que qualquer dos arcos dessa família terá medida igual à soma 


de 5 com um múltiplo de a. Se chamarmos, então, de x a medida de um arco 


qualquer dessa família, podemos escrever que x = Ted ou 


onde k representa um número inteiro (positivo, negativo ou zero), isto é, k e Z. 


Se invertermos agora o processo, isto é, partindo de uma expressão como 
x =5* 12, onde k e Z, ao atribuirmos a k os valores O; 1; 2; 


de arcos cujas extremidades coincidem com os pontos P, A' ou P'. 


., Obteremos medidas 


Vamos examinar um outro exemplo: os arcos de medidas x = o km, ke Z. 


Dando a k alguns valores, obtemos os arcos de medidas x, que marcamos na 
figura 3.26: 


r inteiro de k resultará para x a medida de um 
arco com extremidade P ou P! devemos notar 


que a expressão x = E +km, 


que pode ser escrita x = 2, representa arcos com extremidades diametralmente 


opostas (dividindo, portanto, a circunferência em duas partes iguais). 
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Podemos, então, estender as conclusões a expressões do tipo os2E, onde a 


é uma constante real, n é uma constante natural positiva, isto é, 
ne Nt=(1;23; 4:...) e k é um número inteiro qualquer, isto é, uma variável do conjunto 


Z. Obedecidas essas condições, podemos enunciar a seguinte propriedade: 


É imediato que, para n = 1, temos uma família de arcos de mesma extremidade 
(côngruos) e, para n = 2, temos duas extremidades diametralmente opostas. Em 
particular, nesse último caso (n = 2), é fundamental conhecer as expressões que 
fornecem extremidades nas duas interseções de cada eixo cartesiano com a 
circunferência. A figura 3.27 e a t.vela a seguir mostram as extremidades e as 


expressões (k e Z): 


Extremidades | Expressão 


Fig. 3.27 


Considerando, ainda, a figura 3.27, vamos fazer um resumo das principais 
expressões, reafirmando que em todas elas k é uma variável do conjunto Z. 


50 A 


Exercícios Resolvidos ; 


3.8 


3.9) 


Marcar, no ciclo trigonométrico as extremidades dos arcos de medidas 


tokm 
X= Gta onde k e Z. 
Solução 


Escrevendo a expressão na forma a + , temos: 
xcEphm cm, 2h 
Faranats 
Então, se n = 6, as extremidades dos arcos serão vértices de um hexágono 
regular e, se a=5 (30º), um dos vértices está a = da origem A. Os demais 


estarão separados entre si de um arco de a (609). ( 


( 


Observação: é claro que poderíamos ter resolvido esse problema atribuind) 

valores a k (consecutivos) e marcando cada um dos arcos obtidos, até que se 

iniciasse a repetição das extremidades. ( 
( 


Na figura abaixo, a circunferência trigonométrica está dividida em oito partes 
iguais pelos pontos A, Py, B, Pa, A; Ps, B' e Pa. Escreva uma expressão que 
represente as medidas x dos arcos com extremidades em: ( 


a) Pá, Pa 
b) Pá, Pa, Pa, Pá ; ( 
o) ABA B 7 


d) AP, BP A,Ps, B,P4 ' 
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Solução 


Como a circunferência está dividida em oito partes iguais, os pontos estão 


separados por arcos de medida as (45º). Usando a expressão geral 


x=arÃE temos com k e Z: 


a) P4; Ps: dois pontos diametralmente opostos; portanto, n = 2; usaremos, para 
tn. 2kr q 


a, o arco AP,, onde.AP, = a logo: e =qtka 


b) P4; Po; Ps; P4: quatro pontos separados por arcos de medidas a (90º); 


portanto, são vértices de um quadrado. Assim, n = 4 e usaremos 
To, 2kr q a kz 
CRT 
o) ABA, pr também vértices de um quadrado; então, n = 4 e usaremos, para 
a, O arco nulo (o. = 0); logo, x = 0,28 
d) A, P, B Pa A, Pa B, Pg vértices de um octógono regular, portanto 
2kr ka 


n=8,e usaremos a = 0; logo, x = a ar 


a= AP, = : logo: x= 


Observação: as expressões que compõem as respostas desse exercício não 
são únicas, pois o a. utilizado poderia ser qualquer arco com extremidade num 


dos pontos solicitados. Por exemplo, no item b, se utilizássemos a = AP, pera 


4! 


viria x Ee E) que é equivalente a x 1,6 - O critério (não obrigatório) 


2 


adotado nin é atribuir a « a medida do menor arco não negativo com 


extremidade em um dos pontos dados. 


3.10) 


Dados os conjuntos - [ix- te ezh o F= [x= gate, ez). 


FE 
determine E U F. 

Solução 

Se representarmos por Ei, Ep, Es, Eu, Es e Es as extremidades dos arcos da 
família Ii e por Fi, Fa, Fa, Fa, Fs e Fo as extremidades dos arcos da família 


3 
Eta, marcando-os na circunferência, temos a figura: 


Como o arco AF1 tem medida E e AE> tem medida (52-23) vemos que 
a circunferência ficou dividida em 12 partes iguais. 
Assim, podemos escrever a expressão dos arcos com extremidades nesses 
pontos: 

2kz 2km km 


o DADO EB 


kz 


s" ez) 


Portanto, temos que EUF = fez == 


Exercícios Propostos 


311) 


3.12) 


Sendo A e B pontos de um eixo, determine a abscissa de A nos seguintes casos: 
a) x =4e AB=-1 

b) x=-5 e AB -5 

A, BeC são pontos do mesmo eixo, tais que xa = —3, xa = 2 e xc = —1. Determine 
a abscissa x de um ponto Ri desse eixo tal que: 

a) AP+AC+BP=0 


b) AP-PB=6 


3.13) Marque (aproximadamente) na circunferência trigonométrica as extremidades dos 
i ce za o o 7 St dr 
arcos de medidas algébricas Bd! 3 1352, 240º, E 
3.14) Calcule a primeira determinação positiva dos arcos de mesma extremidade que: 
437 
a) — 


b) 1418º 


3.15) Indique em que quadrantes estão as extremidades dos arcos de medidas: 
1m t 


3.16) Marque (aproximadamente) na circunferência trigonométrica as extremidades dos 


arcos cujas medidas são dadas por x = sz +2kr, ke Z 


3.17) Utilizando uma figura para cada caso, marque, aproximadamente, as 
extremidades dos arcos de medidas dadas por (k e Z): 


a) x= ska 
b) x=-S+kr 
c) x= ZE 

d) x= 1, ÃE 
e) x=aet 


à ( 
3.18) Dados os conjuntos E-be-Setnkez]or=[x-M sta ez) 
determine E q F. 
3.19) Dados os conjuntos E= [qx= ME ez, F-[qx=delE ez), 


G= e |x= Zel , determine: 
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b) EnGnF : 
co) F-E 


3.20) Na figura abaixo, a circunferência trigonométrica está dividida em quatro partes, 
iguais pelos pontos P4, Pz, P3 e Pa. O arco AP, é taí que AP, 2 Escreva uma, 
expressão que represente as medidas sos arcos com extremidades em: 

P, ( 

Pq 

A 


a) Py, Ps 
b) Pa, Pa 
c) Psy, Pa Pa, Pa 


21) Quantos pontos distintos da circunferência trigonométrica servem de 
extremidades para os arcos cujas medidas algébricas são dadas pela expressão 
a x=(9a+ka, 
Ee0<a<s2n ekeZ? 


Capítulo 


Seno e cosseno 


A finalidade deste capítulo é estender as noções de seno e cosseno aos casos 
de ângulos ou arcos quaisquer, isto é, aos ângulos e arcos trigonométricos. Assim, 
aqueles conceitos definidos anteriormente, através dos lados de um triângulo retângulo, 
passarão a ser meros casos particulares. 


4.1. SENO E COSSENO 


Recordemos inicialmente que um ponto P qualquer assinalado na circunferência 
trigonométrica (fig. 4.1) determina uma família de arcos côngruos (ou de ângulos 
côngruos) cujas medidas algébricas são dadas pela expressão: 


(k inteiro) 


Fig. 4.1 


No sistema cartesiano de eixos Ox e Oy, o ponto P tem a sua abscissa (que é 


igual à medida algébrica OP; ) e a sua ordenada (que é igual à medida algébrica OP). 
Com estas considerações estabelecemos as seguintes definiçõe 


Esses valores podem ser indicados de várias formas equivalentes: 
da a 
sen AP =sen xOP =sen(a + 2kn) = sena 


md a 
cos AP=cos xOP =cos(a + 2kn):= cos x 


Observe que as definições acima são aplicáveis a qualquer ponto da 


circunferência trigonométrica. Na figira inicial colocamos o ponto no 1º quadrante. Nas 
figuras abaixo estão ilustradas outras situações: 
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y Fig. 4.2 4 Fig. 4.3 

Ângulos de 2º quadrante Angulos de 3º quadrante . 
sen 120º= sen(-240º) = = sen 225º= sen(-135º) = asa 
cos 120º= cos(-240?)= —1 cos 225º- cos(-136")= 22 


E Fig. 4.4 Fig. 4.5 
Ângulos de 4º quadrante CasoP = B 
1 : 
sen 330º= sen(-30º ) = E sen 90º= sen(-270º)=1 
ga Es O) — 
js 330º = cos(-30") - “2 cos 90º = cos(-270º) = 0 


Fig. 4.6 Fig. 4.7 
Caso P = A' Caso P = B' 
sen 180º = sen(-180º) = O sen 270º = sen(-90º) = —1 
cos 180º = cos (-180º) = —1 cos 270º = cos (-90º) = O 


a Fig. 4.9 

Ângulos do 1º quadrante 
2 

sen 0º= sen 360º = sen(-360º )= O sen 45º= sen(-315º) => 


cos 0º= cos 360º = cos(-360º ) = 1 
E e ( ) cos 45º = cos(-315º) af 


d.2. VARIAÇÃO E SINAIS DO SENO E DO COSSENO 


Dois resultados são. evidentes. Em primeiro lugar, é imediato que o máximo |, 
valor assumido pelo seno ou pelo cosseno de qualquer ângulo é 1 e o mínimo valor é | 
—1. Temos assim: 


Em segundo lugar, se não nos esquecemos de que cos a e sen o são . 
exatamente as coordenadas do ponto P, isto é, P (cos a; sen a), então é fácil perceber | 


5. 


que os sinais do seno e do cosseno dependem do quadrante em que esteja o ponto P 
considerado, O esquema abaixo (fig. 4.10) resume as diversas possibilidades. 


sinais do seno sinais do cosseno 


Fig. 4.10 


4.3. RELAÇÃO sen? + cos?a = 1 
Noções básicas de Geometria Analítica: distância entre dois pontos. 


A distância entre dois pontos A e B é indicada pelo símbolo dB. Se os pontos tem 


coordenadas cartesianas (xa; ya) e (xa; Ye), a distância entre eles é dada pela fórmula 
Bag = Xe xa) +(yB Ya) 


Podemos demonstrar facilmente que a primeira relação fundamental, já 
conhecida, vale ainda após a generalização que fizemos. 

Para isso, basta observar que a distância do ponto P ao centro O da 
circunferência trigonométrica é igual a 1. 

Escrevemos Sp = 1. Mas as coordenadas cartesianas desses pontos são P (cos 
a; sen «) e O (0; 0). Assim, escrevemos 


ôop = cosa -0)2 + (sena. 0)? = cos? a +senZa. 
Então, é imediato que f 


4.4. ALGUNS VALORES PARTICULARES 


Já foram certamente memorizados os valores do seno e do cosseno para 30º, 
45º e 60º. Muitos outros valores podem ser obtidos a partir destes, de forma rápida e 
simples, aproveitando-se a colocação simétrica que as extremidades de certos arcos 
apresentam na circunferência trigonométrica. Basta examinar com atenção as figuras 
abaixo. 


Exercícios Resolvidos 


X 
4.1) Determine o valor de sen 4170º. 


Solução 
Dividindo 4170 por 360, encontramos 
4170 |360 
570 11 
210 


isto é, 4170 = 360:11/+:210. Isto significa que os arcos de medidas 4170º e 210º 
são côngruos. Sendo assim, temos 


sen 4170º = sen 210º = -+ 
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4.2) 


4.3) 


4.4) 


4.5) 
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246 


Sendo sen x = E calcule cos x. 


I 
Solução Have. 
Temos: : 1] 5 
= 2 

ERR NR a 
costx=1-sentx =1 (2 = 25" 95 
donde resulta cosx = 5 
O duplo sinal desta resposta justifica-se. Como a figura ao lado mostra, o valor 
dado sen xe 248 pode corresponder a um ponto do 1º quadrante ou a um 


ponto do 2º quadrante. No 1º quadrante temos cos x =z eno2º, cosx= + 
1-2 
Sendo sen x = e] (t> 0), calcule cos x. 
+ 


Solução 
Temos 
[6 AR CO a (ni 
(+? (1+872 - 
(+28 ett)-(1-22+t!) |  4f2 
(+12 ue? 
+2t 


donde resulta cos x = ——& 
1+t 


cos2x=1-sen? x=1- 


Determine o sinal de sen 1580º. 


Solução 


Temos 
1580 = 360:4 + 140 


logo 1580º e 140º são medidas de arcos côngruos. Assim, sen 1580º = sen 140º. Como 
140º é do 2º quadrante, o seu seno é positivo. 


Prove que sen?e-cos?B — cos“asen?p = sena — sen?p 


46) 


47) 


Solução 


- sen?p ed 


Vamos desenvolver o 1º membro lembrando que cos = 1 
costa =1 — sena. 

EE) É anca = z 2 E RES a 
sen“ocosB - cos'asenp = senía(1 — sen'B) — (1 — senía):sen'p = 
=sena — sen?a-sen?p — sen'p + sena-sen?p = sen?a — sen?p. 


J3 ( 


Dê todos os valores de x no intervalo -2x <x< 2r tais que cosx = o 


Solução 


A figura ao lado auxilia a visualização 
do problema. Os arcos cujos cossenos 
3 je 


valem eo” tem extremidades no -210º 


ponto P (2º quadrante) ou no ponto Q 


(3º quadrante) e correspondem aos 
valores em graus indicados. Essas 150º 
medidas, expressas em radianos, são a ” 
resposta procurada. 

7x 57 5m 


Temos 
ou x=-— ou x= 


então x = — [5 G & 


Dê a expressão geral de todos os 


valores de x tais que senx = E a 


Solução 


2 


O valor sen x or corresponde aos 


pontos P e Q indicados na figura ao 
lado. Os arcos de extremidade P tem 


expressão geral x= dE ka (keZ) e 


aqueles de extremidade Q tem 


Tok (ke 2) 


expressão geral x = 4 


( 


( 


4.5. SENOS DOS ARCOS DE MEDIDAS ( 


Vamos examinar um processo para o cálculo dos senos de arcos cujas medidas | 
Tn a x lu 


são da forma = (com n > 3, inteiro). Incluem-se nestes casos +, >, =, = etc. ( 


Primeiramente, observemos que, se dividimos a circunferência em n partes 


iguais (n > 3), dois pontos de divisão P e Q sucessivos determinam a corda PQ, que é o 


lado do polígono regular inscrito de n lados. Sua medida é indicada por n. A figura 4.11 
dá alguns exemplos. 


c) hexágono regular (n = 6) 


d) decágono regular (n = 10) 


Fig. 4.11 


O ângulo PÔQ é a enésima 
parte da circunferência e mede, 


portanto, = (fig. 4,12). Se os pontos P 


e Q são marcados de modo que a 
corda PQ seja perpendicular ao 
eixo Ox, . então o arco AQ tem medida 


Z eresulta 
n 


(n> 3, inteiro) 
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Fig. 4.12 
Da Geometria conhecem-se as expressões dos lados dos polígonos regulares 
em função do raio da circunferência circunscrita. Temos, por exemplo: 


valores: 


(triângulo equilátero) 
(quadrado) 
(hexágono regular) 


(octógono regular) 


(decágono regular) 


Lembrando que a circunferência trigonométrica tem raio r 


4.8) 


senqg = de = 


Exercício Resolvido 


7 
Calcule sen ERR 


Solução 
Vamos determinar inicialmente a 
expressão de (12 em função do raio da 


circunferência circunscrita. A figura acima 
representa um dodecágono regular inscrito 
na circunferência de raio r, Observe que a 


medida do segmento PQ é 6 =r. No 
triângulo retângulo AAQ podemos 


escrever AQ” =ATA.MA onde 
AQ =," A'A=2re MA=r-OM 
Assim, 


(3 = 2r(r- OM) 


Mas no triângulo retângulo OMQ temos OM” = OQ” -MQ”, isto é, 


1, obtemos os 
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Exercícios Propostos 


4.9) 

4.10) 
4.11) 
4.12) 
4.13) 


4.14) 


4.15) 
4.16) 


4.17) 


4.18) 


4.19) 


4.20) 
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“senta + senp — senfa-sen?p + cosa:cos?p = 1 


4.21) Simplifique a expressão 
sen?x + cosx + 3senix-cos?x 


Então, 2, = a(-"8) =r2(2-43) 


e finalmente, L42 = 12-43. ; 


Pondo r = 1, obtemos 


ui 
4.22) Calcule sen 16 


Gens 4.23) Calcule cos z 


iz 2 2 


Dê o sinal de cos (- 21879). 

Dê o sinal de sen (- 32959). , 
Determine o valor de cos 3465º. 
Determine o valor de sen 4290º. 


Dê o valor de sen 793º (utilizando a tabela que se encontra no final deste 
volume). 


1-m? 


2 


Sendo sen x= , determine cos x. 


Sendo V2.sen x+cos x = /2, calcule sen x e cos x. 


Dê a expressão geral de todos os valores de x tais que 


J2 


a) cos Hs 


nj= 


b) senx= 


4-5 cosa 3+5sena 


Prove que 3-5sena 4+5cosa 


Prove que 
cos*a — sena. = (cos a — sen a) (1 + sen arcos c) 


Prove que 
(1+senx+cosx? = 2(1+senx) (1+cosx) 


Prove que 
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Conta 


Capítulo 


Tangente e 
cotangente 


Como já foi feito para o seno e o cosseno, estenderemos neste capítulo a noção 
de tangente aos ângulos e arcos trigonométricos. Definiremos também uma nova 
razão trigonométrica: a cotangente. 


5.1. TANGENTE 


Na figura 5.1 está representada uma circunferência trigonométrica. Pelo ponto A 
foi construído um novo eixo At, paralelo ao eixo Cy; esse novo eixo será chamado eixo 
das tangentes. Quando um ponto P qualquer é marcado sobre a circunferência, 


podemos traçar a reta OP, que encontra o eixo das tangentes no ponto T. A medida 
algébrica do segmento orientado AT é exatamente a ordenada do ponto T, isto é, yr = 
AT. Define-se: 


Fig. 5.1 


Indicamos: 
da E 
tgAP = tgxOp = tg(a + 2kr) = tga. 
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| 
| 


Observemos que a noção de tangente, definida desta forma, coincide com aquela 
que já conhecíamos. Basta vermos o triângulo retângulo OAT da figura 5.1, onde temos: 


RM — cateto oposto AT sb AT 


ec cateto adjacente OA 1) E 


Por outro lado, para o triãr.gulo OP>P também podemos escrever 


cateto oposto PP. sena 
tg q=-"D[[[DD[D—"— == = 
cateto adjacente Op, cosa 


e 


o que mostra que a conhecida relação fundamental tg a = Sa continua valendo. 
a 


Para ilustrar melhor a nova definição, examine as figuras abaixo, onde são 
representadas várias situações diferentes do ponto P sobre a circunferência. 


12) ângulos de 1º quadrante 2º) ângulos de 2º quadrante 


tg 30º= o =tg(-330º) tg 120º=—V3 =tg(-240º) 
Fig. 5.2. Fig. 5.3 


4º) ângulos de 4º quadrante 


tg 225º = 1 =tg (-135º) 
Fig. 5.4 Fig. 5.5 


tg 315º=—1 = tg (-45º) 


52) ângulo reto (P 


mm 
fes] 


tg 90º e tg (-270º) não existem tg 180º = O = tg (180º) 
Fig. 5.6 Fig. 5.7 


7a) casoP = B' 8)casoP = À 


tg (-90º) e tg 270º não existem tg 0º =tg 360º = tg (-360º) = O ( 
Fig. 5.8 Fig. 5.9 ( 


( 


5.2. VARIAÇÃO E SINAIS DA TANGENTE 
Os exemplos examinados mostram algumas propriedades da tangente: 


/ 


( 


|) Enquanto P percorre a circunferência, passando de quadrante a quadrante( 
até dar a volta toda, o ponto T vai ocupando todos os pontos do eixo At Isto, 
significa que tg a pode atingir qualquer valor real, isto é, não está limitada a 
variar dentro de um intervalo, como acontece com sen o e cos o. 
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H) Os sinais de tg a variam nos diversos quadrantes, conforme o esquema 
abaixo (fig. 5.10) 


Fig. 5.10 - sinais da tangente 


Hll) Outra observação importantíssima é a seguinte: nos casos particulares em 
queP=BouP=B!' (ver figs. 5.6 e 5.8), a reta OP torna-se paralela ao eixo 
das tangentes e, assim, não existe o ponto T. Dizemos, por esta razão, que 


os arcos ou ângulos de medidas 90º, 270º, — 270º, — 90º, bem como todos os 
seus côngruos, não possuem t: E avras: 


Exercícios Resolvidos 
5.1) Determine o sinal de tg 1197º 


Solução 
Como 1197 = 360:3 + 117 


resulta que os arcos de medidas 1197º e 117º são côngruos; logo 
tg 1197º = tg 117º. Como 117º é do 2º quadrante, sua tangente é negativa. 


5.2) Sendo sen o = 0,79, calcule cos a e tg a. 


Solução 

Temos cos?a = 1 — senZa = 1 —- 0,79) = 0,38 donde 
cos a =+,0,38 = +0,62 

Para calcular tg «, escrevemos 

sena -0,79 

cosa +0,62 eram 


Note que o duplo sinal no cosseno é +, enquanto que, para a tangente, 
escrevemos 7. Este exemplo mostra que, na resposta, quando cos a é positivo, 
. 


tga= 
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positiva. São, portanto, duas soluções: 
a) cosa =-0,62 e tga=+1,27 
b) cosa =+0,62 e tga=-1,27 


tg a é negativa e também ao contrário: se cos a é negativo, deve-se ter tg a 
Nas figuras abaixo estas soluções estão representadas. | 


i i — lução 
. 5.11 — na solução Fig. 5.12 —- na so 
prt édo3º pose ER b) o arco é do 4º quadrante. 
5.3) “* Dê todos os valores de x no intervalo -27< x < 2x para os quais se tem | 
tg x= A E 
Solução 


A figura ao lado auxilia a visualização do problema. Os arcos cujas tangentes | 
o 
valem 8 tem extremidades no ponto P (1º quadrante) ou no ponto Q (3 
3 


quadrante) e correspondem aos valores em graus indicados. Essas medidas, | 
expressas em radianos, são a resposta procurada: | 
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5.4) Dê a expressão geral de todos os valores de x tais que tg x =-/3 e 
Solução 


O valor tg x=—3 corresponde aos pontos P e Q, indicados na figura ao lado. 
Os arcos de extremidade P têm expressão geral 


x =D 2a (keZ) 
e aqueles de extremidade Q têm expressão geral x = + 2ka (keZ). 


Podemos escrever ambas em uma só expressão: 


x eta (ke Z) 


(120º) 


5.5) Prove que 
t92y —to?x 


— SI SO -cos?x-cos? 
(tgbt+to?y) EaD 


Solução 
Vamos desenvolver a expressão do 1º membro. 


sen?y senx 


to?y -tg?x » cos2y cos?x 
(1+ tg2x)(1+ tg2y) (1 ser (, sen?y E 
cos? x ] dy Se] 
sen2ycos? x- sen?x cos? y sen2y cos? x - sen2xcos? y 
E cos? x-cos? y E cos? x-cos?y 
cos? x+sen?x ] Ê cos? y+seny) Eae pa 
cos? x cos? y ] cos? x-cos?y 


= sen?y-cos*x — sen?x:cos?y = 

= (1-cos%):cosx — (1 — cos?x)-cos?y = 

= Cos — cosix-cos?y — cos*y + cosx-cos?y = 
=cos%x — cos”. 


74 


5.3. COTANGENTE — 


Tomemos um novo eixo Bs, paralelo ao eixo Ox, como indica a figura 5.13. Esse | 
novo eixo será chamado eixo das cotangentes. Quando um ponto P qualquer é 


marcado sobre a circunferência, podemos traçar a reta OP, que encontra o eixo das 
cotangentes no ponto S. A medida algébrica do segmento orientado BS é exatamente a 


abscissa do ponto S, isto é, xs= BS. Define-se: 


Fig. 5.13 


da A 
Indicamos: cotg AP = cotg x O p = cotg(a + 2km) = cotg a. 
Observando que os triângulos OBS e OP2P são semelhantes, podemos escrever 
a proporção ) 


BS oro: donde resulta (lembrando que OB = 1): 
oB PP ( 
sto q = LO 
9º= sena 


, A 1 
e ainda, consequentemente: cotga = -— 
tga ( 


São estas duas novas relações fundamentais. 


Resumo das relações fundamentais vistas até agora 


Exercícios Resolvidos 


5.6) 


5.7) 


5.8) 


5.9) 
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Simplifique a expressão 
y=(1-sen?o) (1 + cotgio) 


Solução 
Lêmbrando que 1 — senta = cosdy e que cotga = E , escrevemos: 
a 
2 2 2 cos? a 2. [sen?a+cos2a 
y=(1-sen“a)(1+cotg?a) = cos? a. | 1+ ais COS ul esmaga ud] 
senta sen” q 
2 

= es 2 -cotgia 

sena 
Demonstre a identidade 

tgx+tgy ; 
cotg x+cotg y = AB X-teiy 
Solução 
Vamos desenvolver a expressão do 1º membro: 

tg x+tg y e tg x+tgy E tg x+tgy =(tg x+tg y)- ta x-tg y E 
cotg x +cotg y À Fo tgx+tgy tgx+tgy 

tgx tgy tgx:tgy - 

=tgx-tgy 


Sendo cotg x = m, escreva em função de m a expressão y=cosx - sen. 


Solução 
ô 
: dai s 
Em 1º lugar, partindo da identidade cotg x= ESSA , escrevemos Sos X m2 
sen x sen“x 
2 ; 
donde dcsenk . m?, Desta última igualdade resulta sen?x = 5- Além 
sen?x t+m 


1 m2 


disso, temos cosx = 1.— senx = 1 — 7=-— 
tem” 1+m 


Sendo assim, a expressão dada fica: 


2 
y=cosx-senx = -—N : sda 
tem” 14+m 
2 
isto é, y= Jia 
mé +1 
ao cotg?a 1 
Simplifique y =—2 5 


Ircotga Artga 


1) ângulos de 1º quadrante 


3) ângulos de 3º quadrante 


cotg 240º = cotg(-120º) = Ea 
Fig. 5.16 Fig. 5.17 


Solução 


Escrevemos 
É po 

— cotgfa Mme ia e Ai, toa q fios, 

“Arcoigãa Artgãa qu 1 trtgia triga trtgêa 
tgZa tg?a 


Re a IO 
“Artga Irtg?a 


5.4. VARIAÇÃO E SINAIS DA COTANGENTE 


Examinemos algumas situações que ilustram a definição de cotangente, através 


das figuras abaixo: 


2) ângulos de 2º quadrante 


cotg 30º = cotg(-330º) = cotg 135º = cotg(-225º) = —1 
Fig. 5.14 Fig. 5.15 


4) ângulos de 4º quadrante 


cotg 330º = cotg(-30º) = —/3 


RA 


5) Caso P=B 


6) Caso P=A' 


cotg 90º = cotg(- 270º) = O cotg 180º e cotg(- 180º i 
Fig. 5.18 Fig, ep 'g(= 180º) não existem 


+), Caso Pai) 8) Caso P=A 


cotg 270º = cotg(- 90º) = 0 


cotg 0º, cotg 360º e cotg(— 360º) 
. não existem 
Fig. 5.20 Fig. 5.21 


Dos exemplos examinados acima já pod i : 
cotangente: Ja podemos extrair algumas propriedades da 


|) Enquanto P percorre a circunferência 
Y , passando de quadrante a quadrante 
até dar a volta completa, o ponto S vai ocupando todos os pontos P eixo Bs, 
Isto significa que cotg a pode atingir qualquer valor real, isto é, não está 
limitada a variar dentro de um intervalo, como acontece com sen a e cos q. 


H) Os sinais da cotangente variam nos diversos 


quadrantes, conforme o esquema abaixo 
(fig. 5.22). É 


Fig. 5.22. sinais da cotangente 


Ill) Nos casos particulares em que P= A ou P=A, a reta OP torna-se paralela 
ao eixo das cotangentes e, assim, não existe o ponto S. Dizemos, por essa 
razão, que os arcos ou ângulos de medidas 0º, 180º, —180º, 360º, -360º, bem | 
como todos os seus côngruos, não possuem cotangente. Em outras palavras! | 


Exercícios Resolvidos 
5.10) Determine o sinal de cotg 882º. 


Solução 
Como 882 = 360:2 + 162 


resulta que os arcos de medidas 882º e 162º são côngruos, logo 
cotg 882º = cotg 162º. Como 162º é do 2º quadrante, sua cotangente é negativa. | 


5.11) Sendo cos a = —-0,41, calcule sen a, tg a e cotg o. | 


Solução l 


Temos sena = 1 — cosa = 1 —(-0,41)? = 0,83 donde sen a = + 0,91 ! 
Para calcular tg a escrevemos 


=D" =D0D = ra calcular cotg a escrevemos 
tga sa Di 72,22 e para calcular cotg a | 


cotas LEE a cDA 45 
l 


sena +0,91 

O problema tem, portanto, duas soluções que estão ilustradas nas figuras 
seguintes: I 
a) sena=+0,91, tga=-2,22, cotga =-0,45 


b) sena =-0,91, tg a =+2,22, cotg a = +0,45 


Fig. 5.23 — Na solução 
a) o arco é do 2º quadrante 


Fig. 5.24 — Na solução b) o arco é do 3º quadrante. 


5.12) Dê todos os valores de x no intervalo -27 <x< 2x para os quais se tem cotg x = 


5.13) 


Bo 


-, 
Solução 


A figura abaixo auxilia a visualização do problema. Os arcos cujas cotangentes 
valem —1 tem extremidades no ponto P (2º quadrante) ou no ponto Q (4º 
quadrante) e correspondem aos valores em graus indicados. Essas medidas, 
expressas em radianos, são a resposta procurada: 


Dê a expressão geral de todos os valores de x tais que cotg x = 3 
“ 
Solução 


O valor cotg x = —J3 corresponde aos pontos P e Q, indicados na figura abaixo. 
Os arcos de extremidade P tem expressão geral Ê 
5r 


6 


x=+2kn (ke Z) 


. 


14 
e aqueles de extremidade Q tem expressão geral x = = +2kr (ke Z). 


5r 
Podemos escrever ambas em uma só expressão: x = ç +kr (ke Z) 


Exercícios Propostos 


5.14) Determine o sinal de: 
a) tg 932º d) cota 


b) cotg(-1267º) 


c) tg 1398º 


5.15) Sendo sen x = E calcule cos x, tg x e cotg x. 


5.16) Sendo cos x =--0,80, calcule sen x, tgx e cotg x. 


5.17) J5 


Sendo tg x= Ra calcule cotg x, sen x e cos x. 


5.18). Sendo coty x = 2,00, calcule tg x, senx e cos x. 


P+ 


5.19) Sendo sen x = ; (t>0), calcule cos x, tg x e cotg x. 


5.20) No exercício anterior, determine os quadrantes em que podem estar os arcos de 
mesida x nos casos. 
1 
a) t=5 Es 
b) t=3 
co) t=2 
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5.21) 


5.22) 


5.23) 
5.24) 


5.25, 


5.26) 


5.27) 


5.28) 


5.29) 
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Sendo cotg x = m, calcule cos x. 
Setgx= a. , calcule cos x. 
Dado que 3cos?x — sen?x = 2, calcule tg xe cotgx. 
Dado que (a — 1)sen*x + (a+ 1)cosx =a, calcule tg x e cotg x. 
Determine os valores de m para que se tenha, simultaneamente: 
tgx= Em=s cotgx = Caibes 
Determine todos os valores de x no intervalo -2x < x < 2x, que satisfazem a 
condição: 
a) tgx=—1 
b) cotgx= alô 
3 
o tox==/8 
d) cotgx =-V3 
e) tgx=0 
Determine todos os valores de x no intervalo x < x < r que satisfazem a 


condição: 
a) cotgx= 
3 


data 


c) cotgx=—/3 
d) 3 


ia 


e) cotgx=0 


Dê a expressão geral de todos os valores de x tais que: 
a) tgx=0 
b) cotgx=—1 
o) tgx= 43 
d) cotgx=0 
3 


e) tgx= = 


9 tgx=1 
9) cotgx=3 - 
h) tgx+cotgx+2=0 


cos A 2/10 
cos B o" 


sena 1 


s B is i = 
endo A e B arcos de quadrante, tais que SRB 2 


determine tg A etg B. 


l 


5.30) Simplifique cada uma das expressões dadas abaixo: 
a) y= cotg?etga- sena: + tg cotg arcos a 
b) y=senacos atg a 

— cosa(l+ sena) 


9) y t+cosa-tga 

3 E e pr eco] (1-cos?a) 

» feias 

g) y=2cosa — sena (cotga — tga) 
Ê [4 

js 

j y= tga cotga 


“(rtoo? (1+cotgo)? 


5.31) Prove as identidades seguintes: 
a) (tg a + cotg a) sen arcos o = 1 
t-tga 


=2cos?a-—1 
Artgêa 


c) I(cotg a + cos a)? — (cotg o — cos o)? = 18(cotgfe: — 


costa) 


Capítulo 


Secante e 


cossecante 


6.1. SECANTE E COSSECANTE 


Sendo a a medida de um arco trigonométrico qualquer, podemos definir as 
noções de secante e cossecante da seguinte maneira: 


Estas duas novas razões trigonométricas admitem também uma representação 
geométrica, como acontece com as demais. Na figura 6.1 está representado o ponto P, 
extremidade do arco de medida a. Por P conduz-se a reta u, tangenciando a 
circunferência. Esta reta determina os pontos V (sobre o eixo Ox) e W (sobre o eixo Oy). As 


medidas algébricas OV e OW são, respectivamente, a abscissa de V e a ordenada de 
W. Temos 


Fig. 6.1 


seca=0OV e cosseca= OW 
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Para confirmar este fato, basta ver os triângulos retângulos: 
a) AOPV - AOP;P 


Bd ando o Sd 

OP OP OP, cosa 
* assim, OV =seca . sx 
b) AOPW - AOP,P 

DE cndo ow 

OP PP 


e, assim, OW = cossec.a 


6.2 VARIAÇÃO E SINAIS DA SECANTE E DA COSSECANTE 
Algumas propriedades da secante e da cossecante podem ser observadas. 


|) Como os pontos V e W sempre se situam no exterior da circunferência, as 
suas distâncias ao centro nunca são menores do que o raio. Assim, temos 


H) Os sinais de sec a e cossec a variam nos diversos quadrantes conforme os 
esquemas abaixo: 


sinais da secante sinais da cossecante 


Fig. 6.2 


Os sinais da secante obedecem ao mesmo esquema dos sinais do cosseno, 
enquanto que os da cossecante obedecem aos do seno. 


HI) Observa-se também que sec a não existe para os arcos de extremidades em 
B ou B' (pois cos a = 0), enquanto que cossec a não existe para os arcos de 
extremidades em A ou A' (pois sen « = 0). Sendo assim, 
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Para deduzi-las, prosas assim: 


a) Artga=14 


cos? a 


b) 1+cotgia =1+ 


6.3. RESUMOS 


1) Definições 


2) Variação 


-3) Sinais 


seno e 
cossecante 


cos?a sentarcosda 


seno  costar+senta 


cos? a 


sen?a 


senêa 


=cossec?a 


cosseno e 
secante 


tangente e 
cotangente 
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4) Relações fundamentais 
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Alguns valores particulares 
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Exercícios Resolvidos 
6.2) Proveque ( 


8.1) Sendo cotg « = 0,60, calcule tg a, cossec a, sen o, cos a e sec a. cossec'a — cossecta = cotg'a + cotga 


Solução Solução 
Começamos escrevendo 


a tga , 1 


Lembrando que cossec?a = 1 + cotg?a, podemos escrever 
cossec'a — cossecta = cossec?a-[cossec?a — 1] = 
=(1+ cotg?o) [(1 + cotg?a) — 1] = 

Em seguida, como cossec'a. = 1 + cotg?a, = (1 + cotga)-cotg'a. = cotgfa + cotg?a 
temos cossec?a: = 1 + (-0,60)? = 1,36 donde cossec a = + 1,17 


Daí vem, imediatamente: 6.3) Prove que / | 


+ x- 
secaeRigx 1. 11800 Le = 2(sec x-cossec x) 


sengq=-——— = ——— = +0,8! E 
cosseca 117 5 cossec x+cotg x cossec x-cotg x 
Para calcular cos a, podemos escrever dor =Cotg a.= cos a = sen a:cotga Solução 


Partindo da expressão do 1º membro: 


secx+tgx secx-tgx 
cossec x+cotg x cossec x-cotg x 


donde cosa = (+0,85) - (-0,60) = 7 0,51 
e, sendo assim, E 


ps cosa 70,51 ii ii * (sec x+tg x)(cossec x—cotg x)-(sec x —tg x)(cossec x + cotg x) 
Temos, portanto, duas soluções: E (cossec x +cotg x)(cossec x —cotg x) 
x a E ã ae O denominador desta fração é igual a 
tga=-1,87 cossec?x — cotg'x = (1 + cotgx) — cotgx = 1 
cotg a = -0,60 Podemos então desenvolver o numerador: 
seca =—1,96 secx-cossecx — sec x-cotg x + tg x-cossecx — tg x-cotg x - sec x-cossec x — sec 
cossec a = +1,17 x-cotg x + tg x-cosssec x + tg x:cotg x = 2(tg x-cossec x — sec x-cotg x) = t 
senx 1 1 cosx 1 À alo as 
opa i [mr EE] á Tx x sen | Pere 
cos a = +0,51 Es 
tga=-1,67 q Eu 6.4) Sendo seca —tg a =a (a 0), calcule sen a 
cotg a = —0,60 * RN E 5 ( 
sec a =+1,96 Solução 
cossec a = —1,17 Podemos escrever —1— Sena, 


cosa cosa 

donde a:cos a = 1 —- sen a 

Elevando ao quadrado, resulta S 
a?cos?a = (1 — sen a)? 

isto é, a?(1 — sen?) = (1 — sen o)? 

ou a*(1 — sen q) (1 + sen a) — (1 — sen 092=0. 

e(1-seno)[a(1+sena)-(1-seno)]=0' 


Estas duas soluções estão ilustradas nas figuras abaixo: 


Há dois casos a considerar: 


1) 1- sena =0, donde sen a = 1, Esta resposta é inaceitável, pois teriamos cos 
a = 0 e assim não existiriam seca e tg a. 


2) a(1+sena)-(1-sena)=0. 


solução a) (2º quadrante) solução b) (4º quadrante) 


90 . 
91 


Desta equação tiramos 
2 

sena= ! a 

t+a 


Exercícios Propostos 


6.5) 


6.6) 


6.7) 


6.8) 
6.9) 

6.10) 
6.11) 


6.12) 


6.13) 


6.14) 
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r 
Dado sen x = 0,60, calcule as demais razões trigonométricas de x. 


7 


Dado tg x = ao calcule as demais razões trigonométricas de x. 


3) a E S 
Dado sec x= -2 calcule as demais razões trigonométricas de x. 


Dado sec x =t2 +1 (t=0) «calcule as demais razões trigonométricas de x. 
Sendo cossec x = m, calcule tg x. 
Determine os valores de p para os quais é possível a igualdade sec x = 2p? — 1. 


Determine m para que se tenha, simultaneamente: tg x = 38m + 3 e 
secx=m+2. 


Sendo m e n números positivos tais que cossec x = pas ad , determine 
ag m(m+n) 
tg x. 
Simplifique as expressões: - 
1+sen a 

a) yY=" 02H 

sec a+tg a 
b) y = (secta — sec?a)-costa 
o) y= cossec a-cotg a cossec a+cotg o 


* cosseca+coig a “ cossec a— cotg a 
d) y=(1-cos a) (cosssec a + cotg a) 


Prove cada uma das identidades seguintes: 
a) (1-cotgx)? + (1-tg x)? = (sec x — cossec x)? 
b) sec x-cossec x tg x-cotg x 

tg x+cotg x sec x+cossec x 


Capítulo 


Redução ao 


1º quadrante 


No final deste volume temos uma tabela de senos, cossenos, tangentes e 
cotangentes com as medidas dos ângulos (ou arcos) variando desde 0º até 90º. Como 
poderíamos utilizá-la em casos como 129º, 258º, 334º, — 3427º etc.? 

Em casos como estes, fazemos uma simplificação especial, chamada redução 
ao primeiro quadrante, que aproveita as simetrias apresentadas pelas extremidades 
dos arcos trigonométricos. Inicialmente, examinemos um exemplo para depois 
enunciarmos a regra geral. 


Exemplo 


Desejamos determinar as razões trigonométricas de a = — 3116º. Dividimos 3116 
por 360 e descobrimos que -3116º é côngruo a —236º. A este valor somam. os 360º, para 
obtermos a primeira determinação positiva: 

—236 + 360º = 124º (2º quadrante). 

Observe agora a figura abaixo. Se conduzimos pela extremidade P do arco de 
124º uma reta paralela ao eixo Ox, obtemos o ponto Q do 1º quadrante correspondente 
ao arco de medida a* = 56º. 


Este novo arco tem (como é fácil perceber) as mesmas razões trigonométricas 
dos arcos de 124º e -3116º consideradas em valor absoluto. Na tabela encontramos 
sen 56º = 0,8290 
cos 56º = 0,5592 

tg56º=1,483 - 
cotg 56º = 0,6745 
e calculamos também Es 
sec 56º = 1,788: 
cossec 56º = 1,206 
Ê 93 


Finalmente, lembrando que no 2º quadrante somente o seno e a cossecante são 
positivos, obtemos o resultado: 


sen (-3116º) = +0,8290 cotg (-3116º) = —0,6745 
cos (-3116º) = -0,5592 sec (-3116º) = 1,788 
tg (-3116º) = —1,483 cossec(-3116º) = +1,206 


Regra geral 


Dado um arco de medida a (de qualquer quadrante), podemos sempre 
determinar um arco de medida a* entre 0º e 90º que tem as mesmas razões 
trigonométricas do arco dado, em valor absoluto (isto é, com exceção do sinal, que 
pode não ser o mesmo). Se ay indica a primeira determinação positiva correspondente à 
medida dada, então o valor de a* pode ser encontrado conforme a tabela seguinte, 
ilustrada claramente através das figuras. 


(o! = 4 


Fig. 7.1 “Fig. 7.2 Fig. 7.3 
Exercícios Resolvidos 
7.1) Determine, com o auxílio da tabela, as razões trigonométricas de a = 1833º, 


Solução 
Primeiramente reduzimos a medida 


a = 1833º à sua primeira determinação positiva, que é a.4 = 33º. Como se trata de 
um arco do 1º quadrante, basta consultar a tabela: 

sen 1833º = sen 33º = 0,5446 

cos 1833º = cos 33º = 0,8387 

tg 1833º = tg 33º = 0,6494 

cotg 1833º = cotg 33º = 1,540 
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7.2) 


e, em seguida, calculamos 


1 


sec 1833º = — ans = 1192 


cos1833º 
1 


cossec 1833º = — as = 1,836 


Determine, com o auxílio da tabela, as razões trigonométricas de a = —1218º. 


sen1833º 


Solução 


A primeira determinação negativa correspondente a a = —1218º é —138º, 
Somando 360º, obtemos a primeira determinação positiva: oq = 222º. Trata-se de 


um arco do 3º quadrante, logo o* = 222º — 180º = 42º. Na tabela encontramos 


sen 42º 


= 0,6691 


cos 42º = 0,7431 
tg 42º = 0,9004 
cotg 42º = 1,111 


e calculamos 
sec 42º = 1,346 
cossec 42º = 1,495 


Finalmente, lembrando que no 3º 


somente a tangente e a cotangente são positivas, escrevemos 


sen (-1218º) = -0,6691 
cos (-1218º) = -0,7431 
tg (-1218º) = +0,9004 


Exercícios Propostos 


cotg (-1218º) = +1,111 
sec (-1218º) = —1,346 
cossec (-1218º) = —1,495 


7.3) Utilizando a redução ao 1º quadrante e os valores da tabela, calcule: 
“ a) sen 115º 

b) cos 263º 

c) tg 321º 

d) cotg 376º 

e) sec 506º 

f) cossec 584º 
9) sen (-4329º) 
h) cos 5230º 

i) tg (-208º) 


7.4) 


3237 


quadrante 
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Capítulo 


Equações simples 


8.1. INTRODUÇÃO 


Trataremos neste capítulo de alguns tipos simples de equações trigonométricas. 
São consideradas equações trigonométricas aquelas nas quais a incógnita figura 
submetida a seno, cosseno, tangente etc. Por exemplo: 


2senx + 3cosx=5 
1 

Es ax= — 
tg x-—sen 3x 3 
4 sec[3x+5 | -cosêx=2 : 


A variedade dessas equações é imensa. Começaremos examinando os tipos 
fundamentais, cuja resolução pode ser sistematizada. No capítulo 12 serão vistos outros 
tipos que exigem a aplicação de recursos mais potentes, como as fórmulas 
trigonométricas. Não há, infelizmente, uma teoria ou uma regra que se aplique a 
qualquer tipo de equação trigonométrica. 


8.2. CONJUNTO-UNIVERSO E CONJUNTO-SOLUÇÃO 


Resolver uma equação em um conjunto-universo U significa determinar todos 
os valores de x pertencentes ao conjunto U que, .colocados no lugar da incógnita, 
transformam a equação numa sentença verdadeira. Por exemplo, se desejamos 
resolver a equação xº = 16 no conjunto-universo U = (0; 10], dos valores x = +4 deve ser 
escolhido apenas o positivo, que pertence a U. Assim, o conjunto-solução é S = (4). Se 


desejamos resolver a equação no conjunto-umverso U = R, então o conjunto-solução é 
S=(-4; 4). E 
8.3. EQUAÇÃO DO TIPO cos x=a 

Considere o seguinte problema: 


Devemos determinar todos os valores de x pertencentes ao intervalo O < x < 21 para 
os quais se tem cos x = a. Levando-se em conta que —1 < cos x < 1, temos vários casos a 
considerar: 
1º)a<-1oua>1. A equação é imrossível e têm-se S = 4 
2º)a = -4. Para que se tenha cos x = —1, o arco de medida x deve ter 
extremidade em A' (como na figura 8.1). É imediato, neste caso, que 
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Fig. 81 


3º%)a = +1. Para que se tenha cos x = +1, o arco de medida x deve ter 
extremidade em A (como na figura 8.2). E 
E imediato, neste caso, que 
S=(0; 27) 


Fig. 8.2 


4)-1<a<1. Imagine que é assinalado no eixo das abscissas o ponto de abscissa 
a. A reta conduzida por esse ponto, paralela ao eixo das ordenadas, determina os 
pontos P e Q, extremidades dos arcos que constituem a resposta do problema. 
Observando a figura 83, indiquemos por xo a medida daquele arco 
correspondente ao ponto P. Temos O < xo < x. O arco de extremidade Q tem 
medida igual a 27 — xo. Sendo assim, o conjunto-solução fica S = (xo; 2n — xo) 
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Exemplo : ( 
Seja resolver a equação cos x = Es no conjunto-universo U = [0; 27]. O valor ; 


sl 27 
cosx = -s corresponde aos pontos P e Q. Para o primeiro, temos xo = a e para o! 


segundo, 27 —-xg = & 


Assim, 


( 

8.4. NOTAÇÃO arc cos a 

Tomemos a equação cos x = a, para -1 <a < 1. Dos pontos P e Q obtidos, seja P 

aquele que se situa no 1º ou no 2º quadrante. O valor xo correspondente é tal que O <: 

Xo <7. A este número xo dá-se o nome de arco-cosseno a e indica-se 
Xo=arc cos a 


( 


Assim, de todos os números reais x para os i 
im, quais se tem cos x = a, a notação 
arc cos a indica apenas aquele que se encontra no intervalo [0; 1]. Por en a 
É 1 
condição cos x=-1 é satisfeita para x = 2E pa ft SEER Em 
3 p 3 ou xs Ca 0UXx= etc. 


21 
Entretanto, apenas o valor Xo= “ar pode ser representado por essa nova notação: 


arc cos(-5) = 2x 


Em resumo: 


A notação arc cos a facilita escrever as respostas das equações do tipo visto 


acima: o conjunto-solução d à = ) i 
em Pg ç: a equação cos x = a (com —1 <a < 1) no conjunto-universo 


S=(arc cosa;2m —arc cos a) 
Exercícios Resolvidos 


8.1) Resolva a equação cos x -5 no conjunto-universo U = [0; 27]. 
Solução 


Basta escrever o conjunto-solução S = fere cos: 2n-arc cos 5) 
3 


8.2) Resolva a equaçãocos x = 8 , no conjunto-universo U = [0; 27]. 


2 
Solução 
Temos arc cos [5 She o dxmaro coa) AE | doe CR 
2 6 2 6 6 
Assim, S= 157.77 
6716 
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no conjunto-universo U = [0; 27). 


8.3) Resolva a equação cos x = À 7 
É 1+m 


Solução 
à À 


Observando que O < : l z <+, basta escrever 
+m 


S = fare cos 1 i2n-aro cos 4) 
tem 1+m 


8.4) Resolva a equação cos x = 2 sen = no conjunto-universo U = [0; 27] 


Solução 


Temos cos x= 2 á = 1. Como arc cos 1 =, resulta que 
x=0 ou x=2n-0=2x eassim S=(0; 27) 
8.5) Sendo a =arc cos a (=1<as 1), calcule sen o. 


Solução 


A condição a = arc cos a, com—1 <as< 1, equivalea cosa =a, comO<sasr. De 
cosa =a obtemos senta = 1-coso, = 1-a?. 


e então sena = +1-à? 


Entretanto, como 0 <a. < 7, resulta que sen a não é negativo e assim: 


sena =1-a2 


8.5. CONJUNTO-UNIVERSO U = R 


Considere o seguinte problema: 


A equação somente é possível se —1 <a < 1. Nesse caso, assinalados os pontos 
Pe Q, que correspondem ao valor cos x = a, não devemos limitar a resposta aos 
valores xo € 27 — Xo mas, ao contrário, é preciso considerar todos os arcos que tem 
extremidades em P ou Q. Assim, escrevemos para O ponto P: 
x = Xo + 2kz (Kk e Z) e pára o ponto Q: x = —Xo + 2kz (K e Z) onde xo = are cos a. O 
conjunto-solução pode ser escrito. 
S=(xeR|x=tarccosa+2kr (ke 2) 
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Solução 


Como arc cos (3) = Es , temos t 


ax Tetra (ke 2) 


donde resulta | 


se cerix= Paiao DE em) é 


8.8) Resolva a equação cos 2x = 5 no conjunto-universo U = R. ( 


Solução 


Exemplo Devemos ter 2x=tarc cos 5 + 2kx (K e Z) e assim 


s=[cerIx =tJaro cos 1 skz (cem) 


Seja resolver a equação cos x = 5 no conjunto-universo U = R, 3 


Como xo = arc cos 1-* 


eg basta escrever S =(x e R|x= + 


Exercícios Propostos ! 


8.9) Resolva cada uma das equações dadas abaixo no conjunto-universo U = R. 


a) RR , 
2 

b papi 

) cos x =—s i 

c) cos3x=1 ( 
“8 


8.10) Resolva as equações do exercício anterior no conjunto-universo U = [0; 27]. ( 


8.11) Sendo x = arc cos - , calcule cotg x. 


Exercícios Resolvidos 
8.12) Calcule y = cotg (arc cos a), sendo —1 sa < él - 
l 


8.6) Resolva a equação cos x = -5 no conjunto-universo U = R. 


Solução E 
i 8.6. EQUAÇÃO DO TIPO sen x = a 


Como arc a) =2 
o ( Epica basta escrever Um tratamento análogo ao que demos para a equação do tipo cos x = a pode se 
=” dm utilizado para a resolução do seguinte problema: ( 
S=[xeRjx=+5+2kr (k e 7) 
4 


gn R 1). N3 k : 
) esolva a equação cos (3x + 3) ==" no conjunto-universo U = R. 
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Lembrando que —1 < sen x < 1, é claro que a equação só é possível se 
-1<sa<1. Seo ponto de ordenada a é assinalado no eixo das ordenadas, então a reta 
conduzida por esse ponto, paralela ao eixo das abscissas, determina os pontos P e Q 
A sobre a circunferência trigonométrica (conforme a figura 8.6). Indiquemos por xo a 


medida do arco correspondente ao ponto P, tal que =55% 85. Os arcos de 


S=[teRix-E+2%a ou x=+2ka (k 2) 


extremidade em P tem medidas iguais a xo + 2kr € aqueles de extremidade em Q tem 
medidas iguais a 7 — xo + 2kr. Seo conjunto-universo é U = R, o conjunto-solução fica 


S=(xeRix=xo+2kz ou x=m-Xo+2kr (k c Z)) 


Caso o conjunto-universo seja U = [-2x; 27], obtemos 


g=!-5m. 7. Tm. 1x 
je = 6 gs 


8.7. NOTAÇÃO arc sen a 


Fig. 8.6 


Exemplo 


Ra E nd Consideremos a equação sen x = a, para -1 <a < 1. Dos pontos P e Q obtidos, 
1 seja P aquele que se situa no 1º ou no 4º quadrante, O valor xo correspondente é tal 
í O valor senx 2 corresponde aos pontos P e Q. Para o primeiro, temos que Eus xo sa. A este número xo-dá-se o nome de arco-seno a e indica-se xo = arc 
7*%< 
Xo= -s e para o segundo, 7-xo = z . Assim, sena: 
( 


105 
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Assim, de todos os números reais x para os quais se tem sen x = a, a notação 


arc sen a indica apenas aquele que se encontra no intervalo [-& 3 Por exemplo, a 


PRA) 
am 1 
condiçã els E RA E 5m Vá 
ção senx= é satisfeita para x=g0ux="T ou x=-E ou x = 15 et, 


ui ia 
Entretanto, apenas o valor xo = g pode ser representado por essa nova notação: 


arc sen1=Z 
2 6 


Em resumo: 


Exercícios Resolvidos 


8.13) Resolva a equação sen x = É no conjunto-universo U = R. 
Solução 
Observe a figura. Para o ponto P, temos x = arc sén (-3) + 2kr e para o ponto 


Q,x=7-arcsen (-2) + 2kr. Assim, 


S=(xeRIx=arsen(-5) +2kroux=m-arcsen (-E) + zm (k e Z)) 
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Solução 
Observe a figura. Para o ponto P, temos l 


x =27+arcsen (-3) e parao ponto Q, x =x —arc sen (-3) ! 


A t 


Xo = arc sen (-3) ( 


sy 


(xa) 


Assim, S = [enero sen(-& ;n-arc sen(-3)) 


8.15) Sendoa=arcsena(-1<as 1), calcule cos a. 


Solução 
Í 
É Sai : us us 
A condição a = arc sen a, com —1 <a < 1, equivale a sen a = a, com 5 <a< 2“ 
De sen a = a obtemos cosa = 1 — senta = 1 - à e então, 


cos a = +/1-a?. Entretanto, como -qs0s5, resulta que cos a não é, 
negativo e assim cos a = m1-a2. 


8.16) Sendoa=arcsena(-1<as 1), calculetg o 


Solução j 
( 
Temos sen «a = a e (conforme o exercício anterior) cos a = +1- a? . Assim, 
sen a a ' 
tga= = 
cosa a? f 


Exercícios Propostos 


8.17) Resolva cada uma das equações dadas abaixo no conjunto-universo U = R. 
( 
3 
a) senx= EE p 
2 


E je ( 
b) sen(2x 1) 5 


1 
Cc) senx=— 
) si 


d) sen(2x+4) -5 


8.18) Resolva as equações do exercício anterior no conjunto-universo U = [0; 27] 


8.19) Sendo x = arc sen a calcule tg x. 


8.8. EQUAÇÃO DO TIPO tgx =a 


Vamos examinar o seguinte problema: 


Fig. 8.8 


Esta equação admite solução qualquer que seja a e R, pois tg x pode assumir 
qualquer valor real. Se o ponto T (1; a) é assinalado no eixo das tangentes então a reta 


OT determina os pontos P e Q sobre a circunferência trigonométrica (conforme as 
figuras). Indiquemos por xo a medida do arco correspondente ao ponto P, tal que 
o <Xo < o Os arcos de extremidade P tem medidas iguais a xo + 2kr é aqueles de 
extremidade Q tem medidas iguais a x + xo + 2kx. As duas expressões podem ser 
resumidas em uma só, escrevendo-se xo + kr. Assim, se o conjunto-universo é U =R, o 
conjunto-solução fica 


S=(xeR|x=xo+kr (ke Z)) 
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Exemplo 


3 
E) 


Seja resolver a equação tg x = — 


=. 48 


tg x San corresponde aos pontos P e Q. Para P, temos xy =-— 


T+Xg = Ea « Assim, 


S=[xeRix=-Feta (em) 


6 


no conjunto-universo U = R. O valor 


Z e para Q, 


É claro que este mesmo conjunto-solução poderia ser escrito também nas formas 


s=[rerix= Sra ou x=-5+2ka (rem 


ouS=[reRIx= Esta (em) 


todas equivalentes. 


8.9. NOTAÇÃO arc tg a 
Considere a equação tg x = a. Dos pontos P e Q obtidos, seja P aquele que se 
ui 


2 


situa no 1º ou no 4º quadrante. O valor xo correspondente é tal que — 


<X9 < 


2 
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A este número xo dá-se o nome de arco-tângente a e indica-se xo = arc tg a. 
Assim, de todos os números reais x para os quais se tem tg x = a, a notação arc 


tg a indica apenas aquele que se encontra no intervalo aberto Is us 


= É Por exemplo, 
a condição tg x = —1 é satisfeita para 


2'2 
ARO o e io TR 9r 
QUA q X= qr X=- ete. 


us 
Entretanto, apenas o valor xo = Er pode ser representado por essa nova 


notação: 


are t(-0=-5. 


Em resumo: 


Exercícios Resolvidos 
8.20) Resolva a equação tg x =— 2 no conjunto-universo U=R, 


Solução 


Observe a figura. Para o ponto P, temos 


xo = arc tg (-2) 


x=arctg(-2) + 2kr e parao ponto Q, x=7 + arctg(-2) + 2km. 
Indicando ambas as expressões por meio de uma só, temos 


S=(xeRix=arctg(-2) + kz (k e 7) 
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8.21) 


8.22) 


8.23) 


Resolva a equação tg x = 2 no conjunto-universo U = [0; 27]. 


Solução 
Observe a figura. Para o ponto P, temos 


xo = arc tg (-2) 
—2 / 
T 


x, =2x + arctg(-2) e para o ponto Q, x> =7 + arc tg(-2). 
Assim, 
S=(2n+arctg(-2); + arctg (-2)) 


Sendo a = arc tg a, calcule cos o. 


Solução 
E 


 SUes De tg a = a tiramos 


! 


A condição a = arc tg a equivale a tg a. = a, com — 


secla=1+iga=1+a 


+1 
ze então cos a = 
1+a 1+a2 


donde cos? a = 


T a » e . 
Entretanto, como > <a< 5 resulta que cos a não é negativo e assim 


1 
tra 


cos a= j 
Z ( 


Resolva a equação tgx +tg x-2= Ono conjunto-universo U = [0; 27]. 


Solução ( 


Pondo tg x = y, a equação fica y?+y— 2 = 0 donde se obtem os valores 
y=1ey=-2. Há, portanto, 2 casos: tg x = 1 ou tg x = —2, ilustrados na figura. Há 
4 valores de x que satisfazem, correspondentes aos pontos P, Q, Re S. Temos |, 


7 z 
para Pix=5 ( 
para Qix= E l 


para R:x=2n + arc tg(-2) , 
paraS:x=7 +arctg(-2) ; ( 


e assim: 


5 
S= [& é 2n+arc tg(-2): m+arc sa) 


arc tg (-2) 
-2 


8.10. NOTAÇÃO arc cotg a. EQUAÇÃO DO TIPO cotgx=a 


Consideremos a equação cotg x = a em um conjunto-universo U. Se o ponto S (a; 
1) é assinalado sobre o eixo das cotangentes, então a reta OS determina os pontos Pe 
Q sobre a circunferência trigonométrica (conforme as figuras). O ponto P é aquele que 
se situa no 1º ou 2º quadrante. Seja xo a medida do arco correspondente ao ponto P, 


tal que Sa Xo <m. À este número xo dá-se o nome de arco-cotangente a e indica-se xo 
=arc cotga. 


Por exemplo, tem-se 
arc cotg 3 = E 


arc con[--2) 21 
3 3 
A 

na É 


Fig. 8. 
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Sendo assim, se o conjunto-universo da equação cotg x = a é U=R, o conjunto- 
solução pode sempre ser escrito 


S=(xeRlix=arccotga+kr (k e Z)) 


Exercícios Resolvidos 


8.24) 


8.25) 


Resolva a equação 3cotgx — 2cotg x — 1 = O no conjunto-universo U = R. 


Solução 


Pondo cotg x = y, a equação fica 3y? — 2y — 1 = 0 donde se obtem os valores y = 


tey= 5 , ilustrados na figura. 


VA ei cotg (3) 


Como arc cotg 1 = o , podemos escrever 


s-[remix-Zets ou x=arc coto(-5 | str (ez) 


Resolva a equação 3cotgx — 2cotgx — 1=0 no conjunto-universo U = R. 


Solução 


Baseando-nos na figura do exercício anterior, temos 


pe 
para P:x = 
sis OT 
para Q:x = 


para R: x = arc cotg (-3) 


“para S:x=7 + arc cotg (-5) 


Assim: 


T. 57. 1). ; E) 
s -[ arc cot(-5) n+arc cotg( a) 


ata 


113 


8.28) 


8.27) 


8.28) 


8.29) 
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Sendo a = arc cotg a, calcule sen a. 
Solução 


A condição a = arc cotg a equivale a cotga=a com0<a<r. Decoiga=a 


tiramos cossecêo, = 1 +cotgia =1+a? 
Í e então sen a = El 
1+a2 Vira? 
Entretanto, como O < o <, resulta que sen a é positivo e assim 


1 
Vira? 


Sendo arc sen a = are cos b, mostre que a? + b? = 1. 


donde sena = 


sen a = 


Solução 


Vamos indicar Arc sena =x e arc cos b=x. Daí resulta que senx=ae cosx 
=b, Como sen?x + cos?x = 1, vem imediatamente a? + b? = 1. 


Í 
Vi+b? 


Vamos indicar arccos a =x e arc tgb=x. Daí resulta que cosx = a etgx=b. 
Então 


Sendo arc cos a = arc tg b, mostre que a = 


Solução 


secx=1 +tgx=1+b? 


isto é, cosx= —! 5 í a 
1+b 
j E! +1 
Obtemos a igualdade a? = - , donde a = - Entretanto, devemos ter 
1+b2 Vip? 


simultaneamente Os x<r e a <x<> E ' 


indica que cos x = a é positivo, ou seja: 
4 


isto é, devemos ter 0< x< é Isto 


a= 


Resolva a equação 3cotg x = tg x no conjunto-universo U=R, 


Solução 


8.30) 


Podemos escrever Tato x, ou seja, tg'x = 3, donde tg x = +V3. A figura 


ilustra a situação. Para os pontos P e Q, temos x = Ftka e para os pontos R e 
S, x= -S+ka a 


Assim, S=(xe R|x= +5+ km (ke 7) 


Resolva a equação tg x + 3cotg x = 5 sec x no conjunto-universo U = R, 


Solução 
Temos 
senx, 3cosx 5. 
cos x sen x cos x 
Multiplicando-se por sen x-cos x, vem 
sen?x + 3cosx = 5senx 
donde senx + 3(1 — sen?x) = 5sen x, ou seja, 2sen%x + 5senx — 3=0. 


Trata-se de uma equação do 2º grau, cujas raízes são 5 e -3. É claro que 


somente o valor sen x = 5 é possível. A figura.ilustra a situação. 


Temos S=(xe RIx= 5 +2kroux= E + 2kr (ke 2)) 


8.11. RESUMO DAS NOTAÇÕES NOVAS 


( 


Exercícios Propostos 


8.31) Dê o valor de: 


1 
a) arc sen 


b) arc cen(-) 


c) arc cos (-1) 


d) arc cos [- 2] 


e) arc to(-3) 
f) arctg(—1) 


9) arc cotg (5) 


h) arc cotg (1) 


8.32) Resolva as equações abaixo no conjunto-universo U = R. 


a) tgx=-—3 
b) cotg x =—1 

7). 8 
c) o[2018)- 3 
d) tgx=2 


8.33) Resolva as equações dadas no exercício anterior, considerando U = [0; 27] 


8.34) Resolva a equação tg (x 5) =-3 no conjunto-universo U = [=x; 1] 


8.35) Sendo x = arctg S j calcule sen x 

2 , 
8.36) Sendo arc cotg Em =x (0<u< 1), calcule cos x. 
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8.37) Sendo arc sen a = arc cotg b mostre que a = TE 
1+b 


8.38) Calcule a, sendo arc sen a = arc cos 2a, 


8.39) Calcule a, sendo arc cotg 2a = arc cotg 3a. 
8.40) Calcule y = sen (arc tg a). 


8.41) Resolva as equações abaixo no conjunto-universo U = R. 
a) 3senx + 5senx — 2=0 
b) 2cosx + 5cosx — 3=0 
o) tgx — 3tgx=0 
d) 2cos?x + 3senx - 3=0 


8.42) Resolva as equações abaixo no conjunto-universo U = R. 


a) 3secx = 4cos x 

b) 2senx = cossec x 

c) 3cotgx = tg x z 

d) secx + 2tgx = 2senêx-sec x + 2c0s x 

e) cossecx + 5 — 3/3 cotgx=0 à 

f) sex + tgx= 5 

9) tgx(3 — 2sec x) = 3(secx— 1) 

) —Senx 
1+cos x 


=2-cotg x 


i) tg x+cotg = 


Exercícios Suplementares 


1.1) Utilizando a tabela, dê o valor de: 
a) sen 3973º f 
b) cos 415º 
c) tg 3297º 
1x 
d) Cotg 
142x 
3 


)) cosseç IST 


e) sec 


3 


11.2) Calcule senx e cosx, sendo: 
Ssen?x + 2cosx = 5senx + 1 
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GR 11.12) )Sendo tg a = 


1.3) Calcule senx e cos x, sendo sen x-cos x = 25 
9 


11.4) Calcule senx e cosx, sendo: 
2(sen'x + cos*x) = senx+cosx 


11.5) Calcule senx e cosx, sendo: 
senx + acosx = a 


Calcule sen x e cos x, sendo 


(m + 1)senx + (m- 1)cosx = m+1(mz+1) 


2 
7) Prove que 2c0s2g — 1 = 1=t90 
1+tg2o 


1.8) Prove que: 
1+(1+ 2tgx)senêx = 2tgx + cos 


1.9) Sendo cos a.+cosp=a e sena +sen p =b, calcule 
Cos arcos B + sen asen p. 


11.10) Prove que: 


4+4tgx+cotgx 2 senx+cos x 
4 tg x-cotg x 2 senx-cos x 


cos? x- sen? x 


11.11) Prove que 
2 -sec x 


=cos? x(V2 + sec x) 


pet simplifique: 
Jato? 
y=sena(1 +tgo) + cos a(1 + cot o 
11.13) Simplifique: ( 9a) — seca 
y=cotg'x(tg x — sen x)(sec x + 1) 


1 Ea 
1+cosa d 1-cosa 
sendo a de 1º quadrante. , 


11.14) Simplifique y = 


(tg x+cotg x)2 


11.15) Simplifique y = 
sec? x.cossec? x 


a : 
11.16) Sendo senx = Vr e cos'x > 0, calcule as demais razões trigonométricas de 


x. 
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1.17) 


11.18) 


11.19) 


11.20) 


11.21) 


11.22) 


11.23) 
11.24) 
11.25) 


11.26) 


11.27) 


1.28) 


11.29) 


11.30) 


11.31) 


a? -b? 
a? +b? 
trigonométricas de x. 


Sendo cos x = coma>b>0esenx>o0, calcule as demais razões 


Sendo tg x = E com a>b>0ecosx<õ0, calcule as demais razões 


trigonométricas de x. 


Sendo cotgx = da) ,comm>n>0esenx>0, calcule as demais razões 
2Jmn 
trigonométricas de x. 


Sendo cotg a + cossec a = m (m x 0), calcule cos a. 


, : m- 
Determine m para que se tenha simultaneamente sen x= RE e 
ESC 2m+4 

ss 
Determine m para que se tenha simultaneamente cotg x = 3 m+1ecossecx= 


2m +42. 
Sendo sen x + cos x = a, calcule senx + cos*x. 
Sendo sen x + cos x = a, calcule tg'x + cotgx. 


Prove que: 
tg?o-sec O + sen?o(sec 8 + cos 8) = seco — cos'6 


Utilizando redução ao 1º quadrante, calcule sen A + cos 2A + tg 3 A, sendo 
5357 É 


AD 


ao , no conjunto-universo U = [=m; 7] 


Resolva a equação cos(2x +3) = 
Resolva a equação tg 3x =—1, no conjunto-universo U=R. 
Sendo x = arc E é , calcule tg x. & 
Sendo x = arc tg 5 , Calcule sen x. 


Resolva a equação 
arc sen (V3x— 1) =arccosx 


n9 
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Resolva a equação 


23 1 
arc Ago = erctofx+ 3) 


Calcule y = sen (arc tg 2) 

Calcule y=sec (arc cotg a) 

Resolva a equação tg x + 3 cotg x = 4 no conjunto-universo U = [0; 27]. 
Resolva a equação tg?x = 2sec x— 1 no conjunto-universo U = [=m; n]. 


Resolva a equação 8cos*x + sec x = 0 no conjunto-universo U=R. 


Resolva a equação 4sen x cos x +1/3 = 0 no conjunto-universo U = [0; 27]. 


Resolva a equação sec?x + cossec*x = 4 no conjunto-universo U = [0; 27]. 


2. 3 
RR 
cosíx cotgíx 


Resolva a equação =7 no conjunto-universo U =R. 


li 


——— amei — 


Capítulo 9 — Primeiras fórmulas trigonométricas 
Capítulo 10 — Arco dobro, arco triplo e arco metade 


Capítulo 11 — Transformação em produto 


121 


Capítulo 


Primeiras 
fórmulas trigonométricas 


9.1. INTRODUÇÃO 


As relações fundamentais estudadas até agora são igualdades que envolvem 
as razões trigonométricas (seno, cosseno, tangente etc.) de um mesmo arco (ou 
ângulo) de medida a. Daqui por diante, apresentaremos as fórmulas que relacionam as 


razões trigonométricas de arcos com medidas diferentes, ou seja, vamos estudar como |, 


ficam afetados os valores de seno, cosseno etc. aó fazermos determinadas alterações 
nas medidas dos arcos (ou dos ângulos). 


9.2 - MUDANÇA DE SINAL DO ARCO (OU ÂNGULO) 


Aqui pretendemos estabelecer a comparação entre as expressões ' 


trigonométricas de um arco de medida a (sen a, cos a, etc.) e as expressões 
trigonométricas do arco de medida —a (sen (=o), cos (=a) etc.). Os arcos de medidas a 
e -a são chamados ARCOS OPOSTOS. Pv 

Se o ponto P (fig. 9.1) é extremidade do arco de medida a, é imediato que a 
extremidade Q do arco de medida a ocupa uma posição simétrica de P em relação ao 
eixo Ox, já que ambos tem a mesma origem A. Resulta, portanto, que os pontos Pe Q 
tem a mesma abscissa e ordenadas opostas, o que equivale a dizer que os arcos de 
medidas a e —a tem o mesmo cosseno sgenos opostos, isto é: 


123: 


A partir dessas conclusões, deduzimos as relações correspondentes .às demais 
razões trigonométricas: 


ta(-a)= sen(-a) -csena bn 


“cos(-a) cosa 


9.3. COSSENO DA SOMA E COSSENO DA DIFERENÇA 


Sejam a e b as medidas de dois arcos quaisquer. Vamos deduzir as expressões de 


cos (a — b) e cos (a + b) — cosseno da soma e cosseno da diferença — em função dos 
senos e cossenos de a e b. 


Cosseno da diferença — Na figura 9.2, os pontos Pe Q são, respectivamente, as 


extremidades dos arcos de medidas a e b; o ponto M foi obtido marcando-se PM = OA j 
assim, M é a extremidade do arco de medida a — b. Com essa construção, as 
coordenadas cartesianas dos pontos P, Q, Me A são: 

P (cos a; sen a) 

Q (cos b; sen b) 
M (cos [a— b]; sen [a — b]) 
A(1,0) 
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eos arcos AM e QP tem a mesma medida (ver figura 9.3). Sabemos da Geometria 
que, numa mesma circunferência, a arcos iguais correspondem cordas iguais, 
assim, a distância entre A e M é igual à distância entre Q e P 
(fig. 9.4); portanto, podemos escrever 
dam = Sa 
Utilizando a “fórmula da distância entre dois pontos” vista em 4.3, temos: 
Cx — xa)? + (yu — ya)? = (Xe, — xa) + (ye — yo)? 
Substituindo as coordenadas, vem: e 
(cos[a — b] — 1)? + (senfa— b]- 0)? = (cos.a — cos b)? + (sen a — sen b)? 
Desenvolvendo, agora, os quadrados e lembrando que sena. + costa = 1: 
cos?fa - b] -,2cos[a—b] +'1 + senfa-b]= 
= cos?a — 2cosa:cosb + cos?b + sen?a — 2senasenb + sen?b 
e 
2 — 2cos[a-b] = 2 — 2cosa:cosb — 2sen a:sen b 

Simplificando esta última igualdade, obtemos a fórmula do cosseno da 

diferença: 


Cosseno da soma - Para o cálculo de. cos (a + b), basta fazermos 
a+b=a-(-b) e utilizar a expressão do cosseno da diferença; assim: 


cos (a + b) = cos [a — (-b)] = cos a:cos (-b) + sen a-sen (-b) , 
Usando agora as fórmulas de mudança de sinal vistas no item 9.2, obtemos: 


Exercícios Resolvidos 


9.1) Conhecidos sen a = e O<a< e cosp= - = <B<2m, calcule cos(a. +) 
e cos(a-—p). 
Solução 
Vamos fazer os seguintes cálculos preliminares: 
cos?a =1-sena = a - : con o a é do 1º quadrante: cosa = - 


sen? =1-cos?p = 5 E E como f é do 4º quadrante: sen B = Ro 
Finalmente, calculamos: . 

cos(a +) = cosa.-cosf - sena -senf = 

41 (E) 4,82 arov2 


SEGA Sai EB) MDL 
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cos(o -B)=cosa-cosp + sena. -senp = 
-41,3/ 22) 4 o/2 4-6/2 
58 5 3) 46 15 45 


9.2) Calcule cos 105º, utilizando os senos e cossenos de 60º e 45º. 


Solução 
Como 105º = 60º + 45º, temos: 
cos 105º = cos(60º + 45º) = cos 60º-cos 45º — sen 60º-sen 45º = 


52725 donde cos 105º= BE 


9.3) Demonstre a identidade 
cos(a + b):cos(a — b) = cos?a — sen?b 


Solução 


=cos(a +b)'sos(a- b) = 


= (cos a'cos b — sen a'sen b) "(cos Arcos b + sena:senb)= 
= cos/a-cos?b — senfa-sen?b = cos a(1 — sen?b) — (1 cos?a)-sen?b = 
=cos'a — cos“a-seníb — sen?b + costa:sen?b = costa — sen?b = 


= |2º membro 


9.4. ARCOS (OU ÂNGULOS) COMPLEMENTARES 


Dois arcos cujas medidas tem soma igual a E (ou igual a um côngruo 


12/42) 83 


de a são chamados complementares; (30º, 609), (E: 3) (-= 2) são 
exemplos de pares de arcos complementares. Assim, se « é a medida de um arco, 


r E ' 
2 a é a medida de um seu complementar. 


Propriedade: se dois arcos são complementares, o cosseno de um deles é 
igual ao seno do outro, isto é: 


A verificação da primeira igualdade é simples: basta desenvolver o cosseno da 
diferença; assim: t 
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Tr r bd 
cos|—-a |=cos—-cosa+sen—-sena. 
E ) 2 2 
T T 
cos—==0 e sen—=1 vem: 
como E) 2 
n 
cos|=-o |= sena, [ 
6-3) | 
Para verificarmos a segunda relação efetuamos uma mudança de variável; 
assim, na igualdade (já verificada) 
cos[5-x) =sen x 
2 
E T ua bd ) 
fazemos a substituição x= 370 , da qual resulta ns E 2-(2-a) =q; logo 
cosa = sen(5-a) 
3 7 
Interpretação Geométrica 


SePe Q são, respectivamente, as extremidades dos arcos de medida 
ae 27% (fig. 9.5), é imediato que AÔP = QÔB (medida o). 


Fig. 9.5 


Assim, a bissetriz b dos quadrantes ímpares contém a bissetriz OD do 
triângulo isósceles POQ. Portanto, P e Q são simétricos em relação a b. ( 
Podemos então concluir que arcos complementares tem extremidades 
simétricas em relação à bissetriz dos quadrantes ímpares. 


Podemos agora deduzir facilmente as relações entre as demais razões , 
trigonométricas: 


sen(-a! ê 
«te(g-a)- 2 -L8% coga ( 


e cossec Ê - a) = ! E nel 
2 sen/2-a. cosa 


Temos, assim, a seguinte tabela de relações: 


Exercícios Resolvidos 


9.4) Simplifique a expressão: 
— Sen 10º.cos(-50º).tg 65º 
cos(-80º).sen(-40º) -cotg 25º 


Solução 
Usando as fórmulas de mudança de sinal, vem: 
gs Sen 10º.cos 50º .tg 65º 
= e 
cos 80º.(-sen 40º) .cotg 25º 


Notando, agora, que 10º + 80º = 90º, 50º + 
, ; = 90º, 40º = 90º e 65º + 25º = 
relações entre arcos com plementares nos permitem escrever: “aii 
sen 10º.cos 50º .tg 65º * 
sen 10º.(-cos 50º) .tg 65º 


90º, as 
y = 

logo, y = —1 
9.5) Sendo x um arco qualquer, calcule o valor da expressão 


y=sent[Z-x MES 
(5 sen (E+x 
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9.6) 


9.7) 


Solução 
Basta notar que 


portanto, sen (5 + x) =cos E - x) ; assim 


y=sen? (E-x)rsere (5+x) =sen? (E-x)rcos(E-x) 


logo, y =1 


Sendo a e f dois arcos complementares tais que sen a — sen p = m, calcule o 
produto sen o:sen p. 


Solução 
Temos sen p = cos a; assim, a diferença dada fica 
sena-cosa=m 
Elevando ao quadrado ambos os membros, vem 
sena — 2sen a:cos a + costa = m? 


ou 
1 - 2senacosa=m? 
e daí 
t=m? 
sen a -cosa = 
Então 


1-m? 
sen o-sen p= 


Calcule o valor da expressão 
y=sen41º- sen42º: sen 43º - sen 44º : sen 45º: sec 46º : sec 47º : sec 48º: sec 49 


Solução 
Notando que 


41º + 49º = 90º, temos que sec 49º = cossec 41º = ! : 
sen 41º 

portanto, sen 41º - sec 49º = 1, 

Pelo mesmo motivo, 

sen 42º - sec 48º = 1 

sen 43º: sec 47º =1 

sen 44º : sec 46º = 1 

Assim, a expressão dada se reduz a 


y=sen 45º 
logo, y = 2 
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9.5. SENO DA SOMA E SENO DA DIFERENÇA 


Sejam a e b as medidas de dois arcos quaisquer. Vamos deduzir as expressões 
de sen (a + b) e sen (a — b) — seno da soma e seno da diferença — em função dos senos 
e cossenos de a e b. 


Seno da soma — Como os arcos a + be = —L(a + b) são complementares, temos: 


sen(a+) -cos[2-(a+6) |-cos|[-a 6] 


Utilizamos, agora, a fórmula do cos (A — b), onde A = : —a, e obtemos: 


sen(a+b) = cos[5-a ).cos brsen/2-a sen bo 


Como cos[2-a) =sena e sen (5-) = cos a, vem, finalmente: 


Seno da diferença — Para o cálculo de sen (a — b), basta fazermos 
a-b=a+ (-b) e utilizar a expressão do seno da soma; assim: 


sen(a — b) = sen [a + (-b)] = sen a:cos(-b) + sen(-b)-cos a 


Usando, agora, as fórmulas de mudança de sinal, obtemos: 


Exercícios Resolvidos 


9.8) Sabendoque tgx=7 e m<x = calcule sen( +3). 
Solução 
Vamos, inicialmente, calcular cos x e sen x: 
secx = 1 + tgx =1 + 49= 50; como x é do 3º quadrante, sec x =-V50 = 


CABER 1 1 J2 
=-5vV2; entãocosx= — = —— — =-Nº 
secx -5/2 10 


Comotg x = o X temos sen x=tg x-cos x TETE) 


x 10 
Finalmente, calculamos: 


sen(x+ = )- sen x-00s E sent cuox = TVÊ ob B)- 


4 Ps) 
RE RUN Ri 


10! 10º 5 
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9.9) 


9.10) 


Sendo a —b = 5 , calcule o valor de 


y=(sena+cosb) + (senb- cos aj? 


Solução 
Desenvolvendo os quadrados, vem: 


2 2 : DAErdo 
y=sena + 2senacosb + cos?b + sen'b — 2senb'cosa + cos a 


=2 + 2(sena'cosb — senb'cosa) = 2 + 2sen(a — b) = 


5 


To PEStOr 
=2 + 2sen7 = 2 +2 2 


logo, y=2+/3 
+ sa=7 

Prove que, com -1<a <1, tem-searc sena + arc co 5" 
Solução 
Vamos fazer arcsena=a e arecos a =; temos então: 

sena=a 
ar sena=a>+ q q (1) 

-=<as> 

2 2 


cosp=a 
O<p<z 


cos a=1-a2 e senp=v1-a? 


Vamos agora calcular sen(a +): 


(D) 


arc cos amp 


e, também, que 


dino o qu ar 
sen(o.+ B) = sena. -cosp + senp-cosa = a:a+ 1-a2 .1-aí =aí+1-a 


donde 
sen(a+B)=1 


Esta igualdade é uma equação trigonométrica simples, cuja solução ê 
a+p=5+2km, keZ 
No entanto, se somarmos as desigualdades (1) e (11), teremos: 
T 3r 
-2 <a+rps 3 


Assim, necessariamente, 
Ki 


a+b=5 


us 
isto é: arcsena+arccosa= —. 


E) 


9.6. TANGENTE DA SOMA E TANGENTE DA DIFERENÇA 


de E 


Sejam a e b as medidas de dois arcos, tais que a, b, a + b e a = b sejam diferentes 


+km, ke Z. Vamos deduzir as expressões de tg(a + b) e -tg(a — b) — tangente da 


soma e tangente da diferença — em função das tangentes de a e b. 


Tahgente da soma — Escrevemos, inicialmente: 


- sen(a+b) sena-cosb+senb-cosa 
ofambla cos(a+b) cos a:cosb-sen a-senb 


Dividimos agora o numerador e o denominador desta fração por cos aços b; 


sena-cosb senb-cosa sena senb 
ta(a+b)= cos a-cosb cosa-cosb - Cosa cosb 
cosa-cosb sena-senb , sena senb 
cos a-cosb cos a-cosb cosa cosb 


Obtemos, finalmente 


Tangente da diferença - Para o cálculo de tg(a — b), basta fazermos 


a-b=a+ (-b) e utilizarmos a expressão da tangente da soma: assim: 


vt) foto] Sp 


Usando agora as fórmulas de mudança de sinal, obtemos: 


Exercícios Resolvidos 


9.11) Dados tga=2 e tgp =3, calcule a soma a +p. 
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Solução 
Vamos calcular tg(o.+p): 


tga+tgp — 2+3 
i-tgoatgp 1-2.3 


to(o.+p) = + 
logo, tg (a. +) =—1. 


A figura abaixo mostra que as soluções dessa equação trigonométrica simples 
são os arcos de extremidade P e P", temos, portanto, 


9.12) 


9.13) 


is asp = SE ska, keZ 


Sex ey são ângulos do triângulo retângulo da figura, calcule tg (x — y). 


2a 


Solução 
ata 22 o, Daí, temos que: 
Temos então tg y= 1 =5 SAO ope oo AD oleo sue: 
2 Ú e 3 
opor n 
liso RR 


Seja b um número real, positivo e diferente de 2. Se tg a e tg p são as raízes 
da equação X2 — 3(b + 2)x + b? - 3 = 0, mostre que: 


3 
to(a+5)=5 


Solução 
Usando as relações de soma e produto das raízes de uma equação do 2º grau, 
temos que 

tg a+tg p=3(b+2) 


tgatgp=b2-3 


* tgartgp  3(b+2) = 3(0+2) 3(0+2) 3 


+ tigatar” (2-3) ap? (2+b)(2-b) 2-b 


/ 


então: 
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9.7. RESUMO 


1º) Mudança de sinal do arco (ou ângulo) 


9.17) 
9.18) 
9.19) 


9.20) 


9.21) 


9.22) 


Exercícios Propostos 


9.23) 

9.14) Dado que sen a = Es : <a<r, determine: 

a) sen (-a) 

-b) cos (=o) 

e) tg (o) 
9.15) Sendo sen (x — y) = a, calcule a para que se tenha 

3-sen (y-x) + 2cosi(y — x) = 0. 

Resolva, em seguida, a equação sen (x — y) = a, para x— y no 1º quadrante. 9.24) 

9.16) Simplifique as expressões abaixo e, se possível, determine seu valor numérico 


a) y=cos3xcosx + sen3x-sen x 
. 
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b) y=cos 65ºcos 25º — sen 65º-sen 25º 
c) y=cos70º%cos 10º + sen 70º-sen 10º 


Calcule cos 75º e cos 15º, usando, para ambos, as fórmulas de cos(a + b) ou 
cos(a — b). 


- 2 
Se sena= Fig tas, caleue cos (x +). 
| 1 
Calcule cos| arc senp-arcsen ê 


Dado que sec a =3, — Sa <a<27, determine: 


Lar 
a) sen(Z-a.] 
b) cos E ) 
c) to(2-a) 


Sendo cos(Z -5) =a, determine: 


a) cos[x-2) 


b) sen (x + x) 


Mm 


Sendo cos 


: ui 
3 +) =m, determine sen(x-2) a 


Simplifique as expressões 


cam sen x.cos[5-x) + sen(5-x cos(-+) 
1- to(-x)-coto( 5-3) 
má cos(a-b)- to(5-x) 


Calcule o valor da expressão: 
y=tgfº-tg2º-tg3º-..-tg 88º - tg 89º 


9.25) 


9.26) 


9.27) 


9.28) 


9.29) 
9.30) 


9.31) 


9.32) 


9.33) 


9.34) 


9.35) 


9.36) 


136 


Calcule o valor da expressão: 


y=2:cos 26º: cos 27º : cos 28º - cos 29º - cos 30º - cossec 61º - cossec 62º 
cossec 63º - cossec 64º R 


Simplifique as expressões abaixo e, se possível, determine seu valor numérico: 


a) 'y =sen 2a-cos a — sen a-cos 2a 


= -47 4m 

b) y=senÊicos 52 + «cost 
)y E 5 * Sen COST 
Calcule sen 105º. 

Calcule senfar sen 2 aro 038), 


Mostre que sen (a + b):sen (a -b) = cos?b — cos?a. 
Calcule tg 15º. 


Supondo satisfeitas as condições de existência, mostre que: 


tg/Z-x]= cos x-sen x 
4 cos x+sen x 


Determine tg x, sabendo que: 


us Tr 
to(x-E)rto[x+ã)- 2 
Sendo a. +p = 7, mostre que: 


4 ; 
(1+tg 0)-(1+tg B)=2 


Mostre que, sex+y +z= z , então 


toxtgy + tgoxtgz + tgytgz = 1 


Se cotg a e cotg Pp são raízes da equação x? + bx — 1 = 0, calcule cotg(a + f), 
sabendo queb = 0. 


o dadas, a seguir, três equações do 2º grau com seus respectivos conjuntos- 
solução: 


Ex —-sx+ p=0, S=(sen(a+b);cos(a-b)) 
Ex — sx + p;=0, S2=(sena;cos a) 

Es:xX2 — sx + p2=0; Ss=(senb; cosb) 

Mostre ques =s/s> e quep=p:+p> 


“ 


9.8. SIMPLIFICAÇÃO DE EXPRESSÕES TRIGONOMÉTRICAS DOS ARCOS DA 
FORMA kz x 


Um problema importante em Trigonometria é a simplificação de expressões do 
tipo sen (x — x), cos (x + x), tg (27 — x), sec (2n + x) eto., isto é, expressões 
trigonométricas de arcos que são a soma (ou a diferença) de um múltiplo de 7 com 
um arco x qualquer. É claro que para resolvermos esse problema poderíamos aplicar 
as fórmulas de soma ou diferença de arcos. Por exemplo, para a simplificação de cos (n 
+ x), faríamos: 

cos (x + x) = cos x:-cosx —:senmsenx = (-1):cosx — (0)-sen x; logo, 


Esse processo, no entanto, seria exaustivo já que, em exercícios, poderíamos ter 
muitas dessas expressões. É, portanto, conveniente estabelecer uma regra prática para 
a resolução. 

A observação dos resultados obtidos, quando simplificamos expressões 
trigonométricas dos arcos kr + x (K inteiro), encontrando expressões trigonométricas do 
arco x, nos levou a perceber que, para todos os arcos da forma kr t x O 
“comportamento” na simplificação é o mesmo e pode ser assim descrito: 


1) a expressão trigonométrica se conserva 

(isto é, seno “continua” seno, tangente “continua” tangente etc.) 

2) o sinal é conservado ou trocado, conforme os sinais da expressão 
trigonométrica nos quadrantes em que estão kr x e x sejam iguais ou contrários. 

Essa última observação pressupõe o conhecimento do quadrante a que pertence 
x e, consequentemente, do quadrante a que pertence km + x. Assim, se x é um arco do 
2º quadrante, x + x é do 4º quadrante e, para essa situação, a simplificação de cos (x + 
x) seria assim feita: 

cos(m + x) =—- cos x 

(foi mantiãa a expressão cos e trocado, o sinal, posto que o cosseno, nos 2 e 4º 
quadrantes, tem sinais contrários). 

Como, de modo geral, não sabemos a aue quadrante pertence x, fazemos a 
suposição de que x é do 1º quadrante, onde todas as expressões trigonométricas são 
positivas. Assim, a 2º observação pode ser escrita: 


3) o sinal é conservado ou trocado conforme o sinal da expressão 
trigonométrica no quadrante em que está kr + x seja + ou —. 

Vejamos alguns exemplos: 

1º) sen (x — x): 

se x é do 1º quadrante, então 7 — x é do 2º quadrante onde o seno tem sinal +; 
logo 


29) tg (2x — x): 
se x é do 1º quadrante, então 2x — x é do 4º quadrante, onde a tangente tem sinal 
— logo 
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fia 


3º) sec (2n + x): 


sex é do 1º 


quadrante, então 2x + x é do 1º quadrante, onde a secante tem sinal 
+ logo , z É 


4º) cotg (13m — x): 
obtemos, inicialmente, a primeira determinação positiva dos arcos de 
mesma extremidade que 13m:. 13 |2 Resulta r. Temos então: 
e) 
cotg (137 — x) = cotg (x — x) 


Se x é do 1º quadrante, então m — x é do 2º 


quadrante, onde a cotangente tem 
sinal —; logo 


Caberiam aqui as seguintes perguntas: supor x no primeiro quadrante não é uma 
particularização do resultado? Não há prejuízo do rigor matemático? 

Não é dificil verificar que isso não ocorre, já que o interesse está no sinal relativo 
da razão trigonométrica nos quadrantes em que realmente estão kr + x e x. Podemos 
mostrar esse fato através de um exem plo no qual: examinaremos as quatro 
possibilidades de quadrantes para o arcc x, Simplificaremos sen (x — x) e cos (m — x). 


1º caso: x é do 1º quadrante > n-x é do 2º quadrante 
Ay 


Fig. 9.6 

Pe P' são, respectivamente, as extremidades de xem-—x. A figura 9.6 mostra 

que P' ocupa uma posição simétrica de P em relação ao eixo Oy, isto é, Pe P'tem 
mesma nrc'anada e abscissas opostas; portanto: 


sen (r-x)=senx e cos(r—x)=-cos x 


" 2º caso: x é do 2º quadrante => n—x é do 1º quadrante 


Fig. 9.7 
A figura 9.7 mostra que a situação relativa não sofreu alterações: P e P' tem 
mesma ordenada e abscissas opostas; portanto: 


sen(r—-x)=senx e cos(r-x) =—cosx 


3º caso: x é do 3º quadrante => m — x é do 4º quadrante 
Ay 


Fig. 9.8 Ad k REP 

A figura 9.8 mostra que, novamente, não há modificação na situação relativa; 

3º e 4º quadrantes, os senos continuam iguais e os cossenos, opostos; assim: 
ê sen(r—-x)=senx e cos(x—x) =-—-cos x 


4º caso: x é do 4º quadrante => n —x é do 3º quadrante 
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Aqui (fig. 9.9) trata-se praticamente de uma repetição do 3º caso, confirmando, 
portanto, que, qualquer que seja o quadrante a que pertença o arco x, a felação entre os 
sinais é a mesma que se obtém supondo x no 1º quadrante. 

j Podemos, então, resumir assim as etapas de simplificação as expressões 
trigonométricas dos arcos 7 =x, 7 +x,2n-x, 217. +X etc: 

1 conservar a expressão trigonométrica 


2 localizar o quadrante em que está o arco (supondo x no primeiro 
quadrante) 


3) conservar ou trocar o sinal conforme a razão trigonométrica seja 
positiva ou negativa no quadrante localizado. 


Exercícios Resolvidos 


9.37) Simplifique a expressão: 
y=sen(r-x):sen(2nr-x) + cos (nr +x)'cos (27 +x) 


Solução 


Supondo x é do 1º quadrante, temos x — x é do 2º quadrante, 27 — x é do 4º 
quadrante, 7 + x é do 3º quadrante e 2m + x é do 1º quadrante. Portanto, 
sen (r-x)=senx 

sen (2x — x) = —sen x 

cos (7 + x) =-cos x 

cos (21 + x) = cos x 
A expressão dada fica: 
y=senx(-senx) + (-cos x):cosx = -senx — cos 
logo, y=-—1 


9.38) Sendo cos a = a, calcule: 
tg(3x-0)-sec(5r+a) 


cotg(4n-a)- cosseo[ - a) 
Solução 


Temos que 

tg(3n- o) =tg(r-a)=-tga 
sec(ST+a)=sec(r+a)=-seca 

cotg (41 — a) = cotg (2x — a) = —cotg a 
cossec (2-0) =seca (complementares) 


A expressão dada fica: 
E (-tg o).(- sec a) Aga  tga 
(-cotga).seca cotga 1 


= “ta = 


tg a 
“seno  4-coda a2-1 
cos? a cos? a a? 
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9.9. SIMPLIFICAÇÃO DE EXPRESSÕES TRIGONOMÉTRICAS DOS ARCOS DA 
FORMA fi 2x, k ÍMPAR 

Também é importante, em Trigonometria, o provlema da simplificação de 

expressões do tipo sen(2+x) cos(SE =x) to(Sm x) sec(3-x) etc, isto é, de 


razões trigonométricas de arcos que são a : oma (ou a diferença) de um múltiplo de 


2 com um arco x qualquer. Ainda aqui é claro que poderíamos resolver esse 


problema aplicando as fórmulas de soma ou diferença de arcos (ou ângulos). Vejamos, 


por exemplo, as simplificações de sen(+ x) e to[$E+ x); 


sen(5+ x)= sen 5 008 x + sen xcoss = (1)cosx + sen x:(0); logo, 


Para tg (S+4) , não - podemos aplicar tg (a + b), pois não existe nã. 
Contornaríamos assim o problema: 
37 3 3 
sen(E+x) sen .cos x+sen x-cosSE 
o(S e x) = 2 = 2 2. 


cos( 24x) cosSE. cos x- sen .sen x 


2 


E 1)-cos x+sen x: (0). “Sos x, 
“ocosx)-(-1)-senx  senx' 


ogo 


Esse processo, como se pode perceber, é muito trabalhoso, vamos, portanto, 
estabelecer uma regra prática para a resolução. 
Observando os resultados obtidos quando simplificamos expressões 


trigonométricas dos arcos “+ x, K impar, encontrando expressões trigonométricas do 


arco x, percebemos que todos eles tem o seguinte “comportamento”: 

1) a expressão trigonométrica é trocada pe!a sua co-expressão 

(isto é, seno é trocado por cosseno, cosser.o por seno, cotangente por tangente 
etc.) 

2) o sinal é conservado ou trocado conforme a expressão trigonométrica de 


kz 
iai 
no 1º quadrante). 


“Z +x, seja positiva ou negativa no quadrante em que está esse arco (supondo x 
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Note-se que já estamos admitindo quê a hipótese de x ser do 1º quadrante não 
particulariza o resultado nem causa prejuízo ao rigor, como mostramos para os arcos kr 
t x em 9.8. Sugerimos, no entanto, que o leitor confirme esse fato por conta própria, 


verificando, por exemplo, que sen(5+%)= sen x e cos(5+x)= -cos x para os 


quatro casos possíveis; isto será fácil com a construção de uma figura para cada caso. 
: 


Vamos agora a alguns exemplos: 


A) sen(5E-x) y 


2 

se x é do 1º quadrante, então x é do 3º quadrante, onde o seno tem sinal —; 

logo 
a 

2º) tg (5 + x) y 

se x é do 1º quadrante, então + é do 2º quadrante, onde a tangente tem sinal 
—; logo : 

8) cota( E + +) y 

se x é do 1º quadrante, então É. x é do 4º quadrante, onde a co-tangente tem 
sinal — ; logo 


4º) sec (5 + x) ê 


obtemos, inicialmente, a primeira determinação positiva dos arcos de mesma 


extremidade que = 


194 
E o(5) e 2m=4 (5) fá. 


- ê E Bl 4 


Resulta fts . Temos, então 


2! 
197 o 3x 
seo[1SE +x)-sec(SE +3) 
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3 


2 


Se x é do 1º quadrante, então 


sinal + ; logo 


Exercícios Resolvidos 
9.39) Simplifique a expressão Y 


y=cos[5-2x) sen(5+x) - sen(S+2x )-cos SE -s) 


Solução 


Temos que 


A expressão dada fica: 
y=sen 2xcosx — (-cos 2x):(-sen x) = sen 2x-cos x — sen x-cos 2x = 
=sen (2x-x)=senx 


9.40) Sendo tg x = a, calcule 
to(5+) - tg(n+x) 


Am cotg| 27 -x| + cotg| E -x 

Elo Sl 

Solução 

Temos que: 
(5 + x) =-cotg x 
to(m + x)=tg x 
coto( SE — +) =tgx 
cota( - +) =tgx 

A expressão dada fica: 

1 7 
.cCotgx-tgx Ca 2 1+a2 
ha tg x+tg x ara . 222 


+x é do 4º quadrante, onde a secante tem 
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Exercícios Propostos 


9.41) 


9.42) 


9.43) 


9.44) 
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Simplifique as expressões: 
a) sen(r—x) 9) sen (27 —x) 


b) cos(m—x) h) cos (27 —x) 

c) tg(m—x) ) ta(2m-x) 

d) sen(x+x) ) sen(27+x) 

e) cos(r+x) k) cos (27 +x) 

9 tg(r+%) D tg(2n+x) 

Simplifique as expressões: 

a) sen 5X 9) sen[SE- 

b) cos 27X h) cos SE =x 

c) s(5-+) i) to(SE-*] 
Eu 37 

d) sen 2 +X ED) sen(5E+x 

e) cos da k) cos[ Lex 

f) to(5+2) |) to(SE+3) 

Simplifique as expressões: x 

a) cotg(-7—x) d) seo(--x) 

b) sec(57+x) e) cossec[ 15 x) 


c) cossec(12r+x) 


Simplifique as expressões: 


sen(2n-0)-to[2+a a) coto( 5 - a) 


cos(21+a.)-ta(n+a) 


a y= 


b) y= 


sen(r-0)- cos(SE + a )rsen(SE- a) cos(n+a) 
s 


cos(r-o.) -cos(2r-a)-sen( 5 +e) en(5-a) 


9.45) 


9.46) 


9.47) 


9.48) 


9.49) 


9.50) 


Se tg 35º = a, calcule: l 
= tg 215º -tg 125º 
“9 235º +tg 325º 


Simplifique a expressão: 
9r 137 
sen + sen(a + 2) -cos(a—7n) 


Calcule a expressão: E 
cos (x + 16208) .ta(x + 630º) 


= o 
Rs sen (900º -x) 


Avalie a expressão: a 
E=sen0º+sen1º+sen2º+.. + sen 360º 


Avalie a expressão: : 
E =cos 20º + cos 40º + cos 60º +... + cos 180º 


, sabendo que sen x = 


olé 


Mostre que, se x, y e z são ângulos internos de um triângulo não retângulo, então 


tgx tgy e tgz tem; “sua soma igual ao seu produto. 
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Capítulo e Ee 
Ê Fórmulas de arco dobro, 


arco triplo 
e arco metade 


E 


10.1. INTRODUÇÃO 


Continuando o estudo das fórmulas trigonométricas, vamos, neste capítulo, 
relacionar as razões trigonométricas de um arco de medida a com as razões de seu 


dobro, triplo e metade, isto é, dos arcos de medidas 2a, 3a e a Todas essas 


relações são obtidas como consequências imediatas das fórmulas estudadas no 
capítulo 9, de sen (a + b), cos (a + b) e tg (a + b). 


10.2. ARCO DOBRO 


Vamos resolver o seguinte problema: calcular sen 2a, cos 2a e tg 2a, 
conhecendo sen a, cosa e tg a. 
A solução é imediata se, nas fórmulas: 


sen(a+b)=sena-cosb + senb-cos a 
cos(a+b)=cos a-cosb - sena-senb 
— tga+tgb 
Sb ra atgb 
fazemos a substituição b = a. Temos: 
sen 2a=sen(a+a)=sen a-cos a + sen a-cos a=2sen a-cos a 
cos 2a=cos(a+a) = cos a-cos a - sen a-sen a=cos?a - sena 
tgga+rtga * 2tga 
i-tgatga q-tgZa 


Temos, portanto, o seguinte quadro de relações: 


tg 2a=tg(a+a)= 


Observações importantes 


1) Como-cos 2a está relacionado com os quadrados de cos a e sen a, podemos 
obter duas outras expressões, muito úteis na solução de exercícios; a 
primeira é obtida substituindo-se sena por 1-cos?a: 
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cos 2a = cos?a — sen?a = cos?a — (1 —cos?a) = 2cos?a — 1. 
A segunda é deduzida substituindo-se cos?a por 1 - sen?a: 
q cos 2a = cos?a — senta = (1 -sen?a) — sen?a = 4 -2sen?a 
Temos então: 


10.2) Sendo sen 17º = m, calcule cos 34º. 


Solução 


Se usássemos a relação cos 34º = cos*17º — sen?17º, precisaríamos, de início, 
calcular cos 17º; é conveniente, portanto, utilizarmos a fórmula de 
cos 2a em função de sen a. Assim: 


cos 34º = 1 — 2sen17º = 1 — 2m? 


( 2) É importante que o leitor perceba que as fórmulas de arco dobro podem ser 10.3) Sendo sen 17º = 0,2924 e cos 17º = 0,9563, calcule sen 68º. 
| usadas sob inúmeras formas diferentes toda vez que se deseja relacionar um 


dado arco com seu dobro: assim como 2x é o dobro de x, também 4a é o 
dobro de 2a e 3a é o dobro de = . Por exemplo, as expressões 


Solução 


Notando que 68º é o dobro de 34º, e 34º é o dobro de 17º, calculamos, 
inicialmente, sen 34º e cos 34º; em seguida, podemos obter sen 68º. Assim: 


SE GRsSo AA 1a qaD 
posa ce O sen 34º = 2sen 17º:cos 17º = 2:(0,2924):(0,9563) = 0,5592 
3 234 230 cos 34º = cos?17º — sen?47º = (0,9563)? — (0,2924)? = 0,8290 
í Cos da = cos EA sen E Agora, 
0 — 9. 24º. DES 5 (0, =lo) 
cos x =cos?E - sent sen 68º = 2:sen 24º - cos 34º = 2(0,5592) (0,290) = 0,272 


são formas diferentes de escrever a mesma relação cos 2a = cos?a — sen?a. 
O mesmo pode ser dito sobre as relações do seno e da tangente. 


10.4) Dado cos a = 0,6, calcule cos 40. 


Solução 


Calculamos, inicialmente, cos 2a e, em seguida, cos 4a. Assim: 
cos 2a = 2cos?a - 1=2(0,60)) — 1 = -0,28 


Exercícios Resolvidos 


5 T 
10.1) Sendo = si 
) sen a 13º O<a<s, 

as fórmulas de arco dobro. 


calcule seno, cosseno e tangente de 2a, utilizando Agora, 


cos 4a = 200520 — 1 = 2:(-0,28? — 1=--0,84 


( Solução 10.5) Sendo sen a + cos a = m, calcule sen 2a. 
( Caleulamos, inicialmente, cos a e tg a: Solução 
| cos2a =1-sen?a = a = Too: como a é do 1º quadrante, cos a = des Elevando ao quadrado a igualdade dada, vem: 
5 a sen?a + 2sena..cosa + cos? a =m? 
iga-Sena 13.7 8 sen 2a 


1+ senZa=m? 


donde, sen 2a =m? — 1 
Agora, temos: 


( sonZas Dion aee ia -2(5)(8 = 120 10.6) Demonstre a identidade: ã A 
4:(sen x-cos"x — sen“x:cos x) = sen 4x 
144 25 419 


Si Go sê pel a 
( cos 2a=cos“a-sena=-——-D. = Solução 


1º membro] = 4sen x-cos x(cos?x — senx) = 
=2-2sen xcos x (cos*x — sen) = 2:sen 2x:cos 2x = sen 4x = 
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10.7) Calcule o valor da expressão: 


4-N2 senx 1-2 cos x 2tgX ua aaa 
ESET + tgx= 2. 2.200 
1+V2 cos x 1+/2 sen x AtgX ql 33 
DO Lao 
Solução Agora, 
4 8 
, “(1-2 sen x)(1+/2 sen x)+(1-v/2 cos x)(1+ 2 cos x) no 28 “E dB 
o E = e Ra 
(1+ 2cos x)(1+ V2 sen x) g AE Espe 
5 9 9 


(1-2 senêx)+(1-2 cos? x) — (cos 2x)+(-cos 2x) 


= 10.11) Mostre que: 
(1+ 2 cos x)(t+ 2 sen x) (1+ 2 cos x)(1+/2 sen x) 


ui 
cos[2+x) 
2 ( da eta 


=0 


10.8) Simplifique a expressão: sen(SE-x) 1+tg x á 1-tg x 
Eh Pi pusos 2 
a 2-sen (x a) 
a 2 sen a Solução 
Solução (-sen x) (1-tg x)+(1+tg x) 2 


k (sen x) (1-t9x)+(1+t9x)  senx, = 
ES a (t+tax)(1-t9x) cos x q-tg?x 


=tg 2x=|2º membro 


Sabemos que 1 — 2sen?a = cos 2a; então, 


teeficorefli-opo(ia) 


Temos, portanto, que 


10.3. ARCO TRIPLO 


: Vamos resolver o seguinte problema: calcular sen 3a e cos 3a em função de 
sena e cosa. ' 
Nas relações 


sen (a+b)=sena:cosb + senb'cos a 
cos (a+ b)=cosacosb — sena:senb 
façamos a substituição b = 2a. Temos no caso do seno: 


| 

| cos[5-2u) 

| y= 2 - Sen2a 2 sena-cos a 
| 2sena 2sena 2 sena 
| 

| 

| 

| 

| 


=Cos q 


10.9) Mostre que a expressão: 
- Sen 3x cos 3x 


é constante. 
senx cosx 


Solução sen 3a = sen (a + 2a) = sena-cos2a + sen2a'cosa= 
son SS na =sena(1- 2senta) + (2sen arcos a-cos a = 
y= E EMTRECUSES DD SSNDEGOSSAS =sena:(1 est + 2sen a:cos'a = E 
=sena(1-2sena) + 2sena'(1 — sena) = 
senZx | 2senxicosx =sena - 2sen'a + 2sena — 2sen'a= 


* senx-cosx senx-cosx Ba 
ai * Como o caso do cosseno é tratado de modo análogo, deixamos a cargo do leitor ( 
2 


10.10) Sendo tg É = Ê : 
2 a dedução. Temos, ao final, as seguintes fórmulas de arco triplo: 


, calcule tg 2x. 


Solução 


Calculamos, inicialmente, tg x e, em seguida, tg 2x. Assim: 
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Exercícios Resolvidos 


10.12) Sabendo que sen 3a:cossec a = m, com 5 <as< x, calcule sen a. 


Solução 
A igualdade pode ser assim simplificada: 


(3sen a -4senta). = E 


sen a(3-4sen?a) 
—"——————"a=m 
sena 
3-4sen?a=m 


sena = 2-M 


Logo, como a é do 2º quadrante, sen a = 


10.13) Demonstre a identidade: 
2cos x 


————— = SeC 2x 
cos 3x +cos x 


Solução 
7 


= 2cosx E 1 Ig 
2c0sx(2c08? x-1) 2c0s2x-1 Cos2x 


2cosx 2cosx 


=Ssec2x = 


10,4. ARCO METADE 


Vamos, neste item, deduzir as fórmulas de sen2 3 
de cos a. 
Partimos das fórmulas de arco dobro já conhecidas 
cos 2a = 2cos?a, — 1 
cos 2a = 1 — 2sena 
escrevendo-as convenientemente, isto é, com 2a = a. Temos 


a 
cosa=2 cos? 5 1 e cosa=1-2sen?2 


Daí, é imediato que 


2a 1-cosa 2a Í+cosa 
O 
152 . 


4cos? x—3cosx) +cosx 4cos* x-2cosx 


2º membro 


cos 5 e to5 em função 


a 
2 


Dividindo membro a membro essas duas últimas igualdades, temos também 


2a Í-cosa 
2 1+cosa 


Obtemos, assim, as fórmulas de arco metade que nos permitem calcular seno, 


cosseno e tangente de 5 , conhecendo apenas o cosseno de a: 


Observação: os sinais + e — que aparecem nas fórmulas devem ser escolhidos, em 


cada caso, conforme o quadrante a que pertença o arco de medida 5 A 


Exercícios Resolvidos 
10.14) Dado cos 36º = 0,809, calcule o seno e o cosseno de 18º. 


Solução 


Notando que 18º pertence ao 1º quadrante, vamos utilizar as fórmulas com o 
sinal positivo. Assim: 


sen 18º= EE cos 36º  [1- 10808. 0,309 
cos 18º= p=. 10008. 0,951 


10.15) Dados cosa. = 0,68 é Bege calcule tg 5. 


Solução 


3r Sr a 3t q 
Temos que, se a <a<2a, então a CEOs TUAS 2 isto é, 5 é um 


arco do 2º quadrante e E é um arco do 1º quadrante. Das fórmulas estudadas, 


f 


À 
sabemos que E 
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Devemos, portanto, calcular primeiro cos 3 


e, em seguida, 95. Assim: 


a 

2. [m092. 

a yit-0,02 — 490 
2 


10.5. FÓRMULAS AUXILIARES: sen a, cos a e tg a EM FUNÇÃO DE tg5 


Em exercícios, podem ser úteis as fórmulas que dão o seno, o cosseno e a 
tangente de um arco em função da tangente do arco metade. Para a sua dedução, 
vamos, inicialmente, escrever as fórmulas já estudadas 
2 tga 


tg 20. = 
1-tg%a 


cos 2a. =2 cos? au —1 


de forma conveniente, isto é, fazendo 2a = a. A primeira já nos fornece a fórmula 
desejada. 


2tgê 
tga=——20 
fera ' 
; 2 
Para o cosseno, temos . , E 
cos a=2c0825 -1=2.- L =14=2 “a -1= 
sec > 1+tg 5 
2-1-t922 4.122 
E E a 
2a 2a 
1+1tg 2 1+tg 5 
Finalmente para o seno basta lembrar que tg a = o a daí tiramos: 
2195 1-1925 2195 
sen Asi aca a 6 
1-tg 2 1+tg 5 A+tg 2 


Chegamos, assim, às chamadas fórmulas da tangente do arco metade: 
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Exercícios Resolvidos ( 
10.16) Sendo tg 10º = 0,18, calcule sen 20º e cos 20º. 

Solução 

sen20º= TE = =0,35 
1-t9210º 1-(0187 


=0,94 


cos 20º= Z z 
1rtgÃio? 1+ (0,18) ( 


10.17) Sabendo que to =t, determine tde modo que Stga + 3seca= 0. 


Solução 
Temos que ( 
a 
2tg5 2 ( 
tga= = Z e 
es tg 1-t ( 
2 
1 1 1+ 
seca=—"— =—— = à 
cosa 4 1925 dit ( 
1+ do ( 
2% t+ ( 
Então, a equação Stg a + 3sec a = O fica 5- Ed +3 AE =0, que, , 
simplificada, cai na equação do 2º grau ( 
38 + 10t+3=0 h 
Portanto, t=-3 out = -s ( 
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10.6. RESUMO Exercícios Propostos 


10.18) Determine sen 2a, dados sena= 1 e E cacm. 


1º) Arco dobro EVA 
A 
k 10.19) Determine cos 2a, dado sen a = SEA, 
( 7 ] : 
E 10.20) Determine tg 4x, dados cos x = o e 0<x< > 


10.21) Determine cos 38º, dado cos 19º = 0,95. 
| 2º) Arco triplo 


10.22) Simplifique a expressão: 


3 
y= cos(n-x)-sen(-x) - cos[E sx). sen(n+5) 


sen 4x 


10.23) Simplifique a expressão: y = TE 


3º) Arco metade 


J5 


10.24) Sabendo que sen 2x = 5, calcule o valor de y = cos'x — sen'x. 


10.25) Calcule sen 2a, sabendo que sen a — cos a = m. 


10.26) Simplifique a expressão: y = cos 4x + 8(sen x-cos x? 


10.27) Simplifique a expressão: y = sen 4x-cotg 2x — cos 4x 


cotg x-tg x 


10.28) Simplifique a expressão: y = Golg ZK 


4º) Fórmulas da tangente do arco metade: 


10.29) Determine os valores de m para que cada igualdade abaixo seja possível. 
a) senxcosx=m 
2 
) secx | secx is 


cos x+senx cosx-senx . 


10.30) Sendo cos 23º = a, calcule sen 11º30', 


( 10.31) Calcule cos 22º30'. 
| 10.32) Calcule tg 22º30'. 
( 
10.33) Sendo cotg x= Ea 0<x cs , determine sen 3x. 


Ç 

( 

NO sé 157 
q 


10.34) Sabendo-se que cos 3x:sec x = Ra determine cos 2x. 


10.35) Demonstre que tg3a = 


” 


10.36) Sendo to5=t 0<x< 
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10" 
3tg a - tg'a 
1-3tga | 


us 


2 


, determine t para que se tenha 2cos x — 9sen x =-6. 


Capítulo 


Transformação 


em produto 


11.1. INTRODUÇÃO 


As fórmulas que estudaremos neste capítulo são de grande importância dada a 
variedade de aplicações a que elas se prestam, não só na simplificação de expressões . 
como na resolução de equações trigonométricas e em outros tipos de problemas. 
Expressões, como sen pt senq, cos pt cosa, tg pttg q (isto é, onde temos somas ou ' 
diferenças de razões trigonométricas), serão facilmente transformadas em outras 
expressões nas quais as razões estarão multiplicadas (ou divididas). Aprenderemos 
também, a reverter esse processo, transformando produtos (como sen a-cos b, sení 
a-sen b, cos a:cos b) em somas ou diferenças. 


41.2. TRANSFORMAÇÃO DE sen pt sen ge cos ptcos q 
Vamos escrever, mais uma vez, as fórmulas de somas e diferenças de arcos: 


1) sen(a+b)=senacosb + senb'cosa 
2) sen(a-b)=sena:cosb - senb:cosa 
3) cos (a+b) = cos a:cosb — sen a:senb ( 
4) cos(a-b)=cosa-cosb + senasenb 


Fazendo agora as operações (1) + (2), (1) — (2), (3) + (4) e (3) — (4), obtemos as 
chamadas Fórmulas de Werner. 


sen (a + b) + sen (a — b) = 2sen a:cos b 
sen (a +b) - sen (a — b) = 2sen b:cos a 
cos (a + b) + cos (a — b) = 2cos a:cos b f 
cos (a + b)- cos (ab) = -2sen a:sen b 


Podemos notar que estas quatro relações já transformam somas e diferenças, 
(observem os primeiros membros) em produtos (segundos membros). No entanto, sob 
essa forma, a aplicação de tais relações é, digamos, “desconfortável”, já que, em cade! 
caso, precisaríamos determinar os valores de a e b. Por exemplo, se quiséssemos, 
transformar a soma sen 25º + sen 15º em produto, deveríamos fazer 

a+b=25º ( 
a-b=15º 

Resolveríamos então esse pequeno sistema, encontrando a = 20º e b= Pé 
somente aí poderíamos escrever 

sen 25º +'sen 15º = 2sen 20º - cos 5º 


Assim, para tornar essas fórmulas mais práticas, vamos fazer as seguintes 


mudanças de variáveis: 
a+b=p e a-b=q 


Somando e depois subtraindo membro a membro estas duas igualdades, 


encontramos 

2a=p+q e 2b=p- 

donde 4 
= Pq - P-9 
a= 7 e b= 3 


Procedendo a estas substituições, as fórmulas de Wemer ficam: 


que são as chamadas Fórmulas de Transformação em Produto, também conhecidas 


como Fórmulas de Prostaférese. 


Exercícios Resolvidos 
11.1) Transforme em produto a soma sen 42º + sen 38º - 
Solução 


Temos que p=42º e q=38º; portanto 
PEQ noi PES So 
3 40º e RE 2 
logo, sen 42º + sen 38º = 2sen 40º-cos 2º 
11.2) Simplifique a expressão 
— SOS 5x +C0S 3x 
sen 5x-sen 3x 


Solução 


Transformando o numerador em produto, temos: 
cos 5x + cos 3x = 2cos 4x:cos x 
Fazendo o mesmo para o denominador, temos: 
sen 5x — sen 3x = 2senx - cos 4x 


cos 5x+cos 3x 2cos4x-cosx cosx 


Então, y = = = 
sen 5x-sen3x 2senx-cos4x senx 
a 


=cotg x 
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11.3) Transforme em produto a diferença y = 2cosx =D) 


11.4) 


11.5) 


Solução 


: 2 
Inicialmente, escrevemos y =2 cos x-J2= 2[ cos x— 2) 


Substituindo agora — se por cos o temos: 


us us 
X+5 x-5 
y=2(e0s x-cos)-2. -2 sen 4 .sen Al 


2 2 
—4 =-4sen[5+ã) sen(5- 3) 


Devemos notar que a resposta di ser escrita 


y=4sen -sen 2.4) 
ã + 8 2) 


Nesta última passagem usamos. a fórmula de mudança de sinal 
sen (-a)=- sena. 


Transforme em produto a soma y = sen 2x + 2cos x 


Solução 
Inicialmente, escrevemos y = 2sen xcos x + 2cos x = 2cos x(senx + 1). 


Substituindo agora 1 por sen , temos: 


x+5 x- 
ZÉ COS —s 


y=2cos (sen x+sen5)-2 cos x|2 sen 


us x us 
=4C05X- sen(3+ 5) cos(É-2] 


Sendo logasen x=m e logacos x =n, calcule logz(sen 3x + sen x) 
Solução 
Transformamos, inicialmente, o logaritmando em produto: 


2, 
sen 3x + senx = 2sen 2xcosx = 2(2sen x-cos x)-cos x = 4sen x:cosx 


Então: 


Ra 2 
loga(sen 3x + sen x) = loga(4sen x-cosx) = loga4 + logasenx + logocosºx = 
= log522 + logasenx + 2logacos x = 2+m+2r 
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11.3. TRANSFORMAÇÃO DE sen pt cos q 


Para a transformação de expressões como sen p+cos q ou sen p-— cos q em 
produto, basta lembrarmos a propriedade dos arcos complementares, onde aprendemos 
que 
cos q= sen(Z-a) 

Assim, ao se escrever 


sen p+cos q=sen p+sen(2-a] 


sen p-cos q=sen p-sen(5-q) 


recai-se nas transformações conhecidas em 11.2 


Exercício Resolvido 


11.6) Transforme em produto a soma sen 5x + cos x 
Solução 
Fazendo cosx= sen(5-x) e aplicando em seguida a fórmula dé 


transformação de sen p + sen q, temos: 


6x (3-5) sx-[2-5) 
sen 5x+cosx = sen sersen/Z-x)= 2:sen 3 -cos E = 


=2 sen/2x+2 |. Er 
nf x+ã) cosfx 3) 


11.4. TRANSFORMAÇÃO DE tg p £ tg q 


f Para a transformação de tg p + tg qe tgp =tg 9, basta escrever as tangentes em 
função de senos e cossenos. Assim: 


tg p+tg q= SeNp, sena senp-cos q+sen q-cos p 
cosp cosq cos p-cos q 
logo, 
tgp-tgg= senp senq senp-cosq-sen q:cosp 
cosp cosq cos p-cos q 
logo, 


162 


Observação: o leitor deve notar que o método de obtenção dos resultados 
demonstrados é extremamente simples, dispensando-se a memorização dessas 


: fórmulas. Assim, para transformar uma expressão como tg p + cotg q, é claro que se 


poderia escrever tg p+io(5-a) e usar a primeira das fórmulas demonstradas, no 


entanto, seria mais simples e producente fazer ( 


senp | cosq senp:senq+cosp.cosq | cos(p=a) ( 
cosp senq cos p-sen q cos p-sen q 


tg p+cotg q= 


“Exercícios Resolvidos 


11.7) Elimine a soma na expressão y = tg 3x + tg x. 


Solução 
— sen3x , Senx sen 3xcosx+senxcos3x sen(3x+x) — Ssen4x 
cos3x cosx CoS3x- cos x cos3x-cosx cos3x:cosx 


11.8) Se a+2p= a , mostre que tg a —cotg P = -cossec 2f 


Solução 


Temos que o = -2p; então: 


cos 2p cosp . 

sen2p senp ( 
“ cos2p-senB-sen2p.cosB | sen 2fcos B-sen pcos 26 | 
E sen 2B-sen p há sen 2B-sen E 
dio sen b tm 

” sen2p-senp  sen2p 


tg a-cotg p =to[3-28 )-cotg p=cotg 2p-cotg B = 


= —cossec 2p 


( 


11.5. FÓRMULAS DE REVERSÃO: TRANSFORMAÇÃO DE PRODUTOS EM SOMAS 
OU DIFERENÇAS 


Vamos mostrar aqui como transformar produtos da forma sen a - cos b, É 
sena: senbe cosa - cos b em somas ou diferenças das razões trigonométricas. Isso ( 
será imediato se tomarmos as seguintes três Fórmulas de Werner vistas em 11.2: 


sen(a+b) + sen(a-b) = 2sena:cosb 
cos(a+b) + cos(a-b) = 2cosa-cosb 
cos(a+b) - cos(a-b) = -2senasen b 


Nos segundos membros temos os produtos que desejamos transformar em 
somas ou diferenças. Basta, agora, reescrevermos estas relações, obtendo, assim, as 


chamadas Fórmulas de Reversão: é 


Exercícios Resolvidos 


Sm 
12 2 


11.9) Calcule o valor de cos-*-.cos 


Solução 


z 51 1 7,5 Ts a Ia na 
cos, -co8 8  Ícos(15 + SE ucos[ 15-52] = 3 cosZcos( :) 


11.10) Demonstre que: 
cos 3x-cos x — cos 6x:cos 2x — sen 5x-sen 3x = O 


Solução 
Temos que: 


4 
cos 3x-cos x = Los 4x + cos 2x] 
cos 6x-cos 2x = álcos 8x + cos 4x] 


1 
sen 5x-sen 3x = -5Lc0s 8x - cos 2x] 


Então: 

cos 3x:cos x — cos 6x-cos 2x — sen 5x:sen 3x = 

nei 1 1 1 1 1 p 
= 7 0084X+5C082x —20088x 7 C0S4x +, C0S8X —; COS 2X =0 
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11.6. RESUMO 


1º) Fórmulas de transformação em produto 


Exercícios Propostos 


11.11) Transforme em produto as expressões: 
a) sen 6x + sen 2x c) senx — sen 3x 
b) cos 7x + cos 3x d) cos 3x — cos 9x 


11.12) Transforme em produto as expressões: 
a) 1 — 2sen 2x c) senx + cosx 
b) sen 2x + 2senx d) sen 3x — cos x 


11.13) Transforme em produto as expressões: 
a) sentix + sen 3x + sen 15x — sen x 
b) cos5x + cosx + sen 9x + sen 3x 


11.14) Simplifique a expressão: 
— cos 9x+cos 7x 
* sen 9x-sen 7x 
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11.15) Simplifique a expressão: Exercícios Suplementares 


sen 100º + sen 20º 


“º cos 100 rcos 207 11.1) Resolva a equação sen(-x) 5 
1.2) Simplifique a expressão: 
11.16) Sendo a+b= au , calcule o valor de: os a fa 


sena-senh 
cos b -cos a 


Yi= E (1+/2 cos 2x)[1-V2 cos 2x) 


º, conhecidos os senos e cossenos de 30º e 45º. 
11.17) Utilizando as fórmulas de transformação em produto, demonstre que: 11.3) Calcule sen 285º, conh 


E fo 
senta — con fer areat taco) 11.4) Sendo a e ângulos agudos de um triângulo retângulo, verifique que: 


11.18) Transforme em produto a expressão sen?3x — cos'x sen(B-2a.) = cos 30 


11.19) Demonstre que: 
tg 3x — tg x = 2sen x:sec 3x 


:5) Dados sen a-Ê, 0<a<5 e senb= É, pai calcule o valor de sen (a 


11.20) Demonstre que: —b)+cos (a + b). 


a 
cotg a+ tg> = cossec a b-1 
Sets .6) Mostre que cotg(a+b)= RESTO 
11.21) Adotando cos 10º = 0,98, calcule o valor de tg 10º + tg 40º 


.7) Sendo a+b= ss calcule o valor de y = (1+./3 -cotg a)(1+ 33 .cotg b). 
11.22) Sabendo que sentL 0 eque: ; 


oo 


.8) Simplifique a expressão: 


atg x + btg y=(a+b)tg 5! prove que acosy = bcosx E 
e cotg[5-a )-to(1-20) 


11.23) Transforme os produtos abaixo em somas ou diferenças: Sha 
a) sen 40º-cos 12º 
b) 2cos 5x:cos x 


c) 2sen 3x:sen 2x 


to(2n- 0) cota SE +20 )-1 


Hl.9) Calcule a expressão: 


11.24) Calcule o valor das expressões: sen(r-arc sen a) + cos É +arc sen b) 
57 z E ' 
a =sens— ty y= 
Aa ao cos +arc sen a] + sen(-aro cos b) 
o veem fra 
Ei 9r 111.10) Se A, Be C são ângulos internos de um triângulo, mostre que: 
c) y=2 sen57 Sen cotg A-cotg B + cotg Acotg C + cotg B-cotg C = 1 


11.25) Simplifique a expressão: 111.11) Calcule sen(2-aro cos5) 
y=senx(2cos 2x + 2cos 4x + 2cos 6x + 1) 3 
11.26) Sendo cos 10º = a, calcule o valor da expressão: 


3) 
y = 8cos 65º-cos 25º-cos 145º-cos 125º 111.12) Calcule cos[4 aro senã) 
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.18) Simplifique a expressão y = 


19) Sendox+y=5, calcule y = 


13) Calcule to(g-aro tg 2) 


14) Verifique as identidades: 
a) 2sena — seca = secor(sen2a — 1) 
b) 2cosa — seca = seca-cos 2a 


.15) Calcule cos 15º de dois modos: 


1º) utilizando o fato 15º = 45º — 30º 


o 
2º) utilizando o fato 15º = = 


.16) Sendo n e N*, calcule o valor de 


A; sen(3nc:) : cos(3na.) 
sen(no) — cos(na) 


.17) Sabendo que sen 2x = m, calcule o valor de: 


y=sen? (-x)roos? ta +) 


sen3x + sen x 
4sen x 


cos x-cos y 
sen x-sen y 


-20) Simplifique a expressão: 


— sen 40º + sen 10º 
“cos 80º +cos 50º 


.21) Simplifique a expressão: 


y= cos a — cos 7a 
2(sen o-sen 5a + sena) 


.22) Transforme em produto a expressão cos?a — cos?b. 


-23) Transforme em produto a expressão sen a + sen b + sen c, sabendo quea, bec 
são ângulos internos de um triângulo. 


.24) Transforme em produto a expressão: 
sen(a+b) 


DE esmrarsemd 


.25) Calcule o valor de 
y=t99º — tg27º — tg63º + tg 81º 


a 
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Capítulo 12 - Equações trigonométricas 


Capítulo 13 - Inequações trigonométricas 
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Capítulo 


1 2 Equações trigonométricas 


12.1. FINALIDADE DESTE CAPÍTULO 


Neste capítulo, pretendemos estudar a resolução de equações que recaem nas 
equações simples cos x = a, sen x = a ou tg x = a após uma série conveniente de 
simplificações. Não é possível desenvolver-se uma teoria geral sobre essas equações, 
devido à variedade de tipos diferentes que existem. De um modo geral, as 
simplificações são realizadas com o recurso das fórmulas de adição de arcos, fórmulas 
de arco dobro, transformação em produto etc. Através dos exercícios resolvidos você 
encontrará sugestões para a abordagem dos casos mais comuns. Nos demais itens 
analisaremos algumas equações clássicas, cuja resolução exige certos artifícios 
especiais. Estão incluídas também algumas equações que envolvem as notações arc 
sen x, arc cos x, arctg x e arc cotg x. 

É útil lembrar que, no conjunto-universo U = R, a equação sen x = 0 tem 


conjunto-solução 
S=[xeR|x=ka (ke Z)) 


a equação cos x = O tem conjunto-solução 
us 
S=[eerIx- Tem (k 2) 


e a equação tg x = O tem conjunto-solução 
S=[xeR|x=ka (ke Z) 


Convencionaremos que, se o exercício não mencionar o conjunto-universo, ficará 
subentendido U=R. 
po 
2 
cotg x e cossec x só existem se x kr. Nas equações trigonométricas que envolvem 


estas expressões, devemos verificar se os valores da incógnita encontrados satisfazem 
essas condições de existência. 


É útil também lembrar que tg x e sec x só existem se xzL +kr, enquanto que 
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Exercícios Resolvidos 


12.1) Resolva a equação sen 5x = sen 2x. 


Solução 
Escrevemos sen 5x — sen 2x = 0 e, em seguida, transformamos em produto: 
2 sen .costX=0 
2 2 
Há duas possibilidades: 
3x 
1) sen =0 
7x 
) = 
) cos 3 (o) 
De |) tiramos & =kr, donde x = Ei 
à TX at mn, 2k 
De Il) tiramos Dis a tkm, donde x = Zt5 
Assim, 
do — 2kr m,2kr 
s=[rerix-AE ou x=-5,58 (6e2)) 


12.2) Resolva a equação cosx = cos(SE 2x) , 


Solução 
Escrevemos cosx-cos(SE-2x)=0 e, em seguida, transformamos em 
Sn x 3x 5m 
duto: — >|: >-— = 
produto 2sen( A 3) sen( 2 E) (o) 


Há duas possibilidades: 


42 
1) sen(-S2)-0 
De |) tiramos E á=ta, donde x=5 2k 
De Il) tiramos DE cta, donde xe ha 
Assim, 
s=[rerix-SE-2a ou x= SE dE (ez) 


12.3) Resolva a equação tg 2x = cotg 3x. 
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Solução 
sen 2x cos 3x 
cos 2x sen 3x 


Escrevemos tg 2x — cotg 3x'= 0, isto é, =0. Multiplicando por 


sen 3x:cos 2x. 
sen 2x:sen 3x — cos 2x-cos 3x = O 


ou seja, -cos(2x + 3x) = O 
Recaímos, assim, na equação cos 5x = 0, que fornece: 5x =5t+ka , donde 
Condições de existência 


x 


2 


n,km 


a)Para tg 2x escrevemos 2x * at 


+ky;7, donde x x 


kom 


b) Para cotg 3x escrevemos 3x = k,m, donde x x E 


Devemos verificar se estas condições são obedecidas pelos valores de x dados 


na expressão x= > +——. Para isso, vamos representar as expressões acima 


|) Pontos que correspondem | Il) Pontos que correspondem Ill) Pontos que correspondem 


à expressão à expressão à expressão 
Fei Léo e e 
10/05 im aa À 3 


Observe que nenhum ponto da figura 1) coincide com os pontos das duas outras. 
Isto significa que todos eles satisfazem às condições de existência. Podemos 
escrever 1 
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12.4) Resolva a equação senfx A) =cos2x. 


12.5) 
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Solução 


Escrevemos sen (x - 2) -cos2x=0ou aindasen (x — =) —sen (3- 2) =0 e, 


“em seguida, transformamos em produto: 


2 12 

E 
1) cos[Z+78]=0 
De |) tiramos Eita, donde x da 
De ll) tiramos J +75 = 5 +, donde x= + 2%r 
Assim 
S=[xerix= TE de ou x= Fed (ren) 
Resolva a equação 


us ui 
to/x +3 Jecoto(-3x) =0 


Solução 

Pondo x+5=a e 3-3x=b, temos: 
tga+cotgb=0 

donde sena  Cosb q 


cosa senb 
ou, multiplicando por sen b cos a: 

senasenb + cosacosb=0 
e, finalmente, cos (a — b) = 0. Daí resulta 


z 
a-b=5+kz 
e z z z 
ou seja: >|-|—-— => 
[+8)-(8-86)= eta 
e então 
Tok 
X=5+7 


Condições de existência 


a) Para tofx +3) escrevemos x + * s +k;x donde x = a kz. 
b) Para coto(5 -3x) escrevemos a 3x=kon donde x * at ' 


Façamos agora as figuras: 


|) Pontos que correspondem |l) Pontos que correspondem Ill) Pontos que correspondem 


à expressão à expressão à expressão 
n,kz 7 Tt ka 

x==+— x==+ka X=—=—É— 
6 4 Gr! 6 3 


12.6) 


Observe que há dois pontos na figura |) que aparecem também nas outras duas: 


P(g)er(Z). Isto significa que os valores da forma x=gt+k'z não 


satisfazem às condições de existência. Devemos então escrever. 


tokz Ti ' 
s=[rerix=3+ e e xag+k n(kKkeZek e2)) 


Resolva a equação 
sen 2x + sen 6x = 2sen 4x 


Solução 
Transformemos em produto a expressão do 1º membro. 
2sen 4x:cos 2x = 2sen 4x 
Daí, vem 
sen 4x:cos 2x — sen 4x=0 
sen 4x (cos 2x—- 1) =0 
Há duas possibilidades: 
| sen4x=0 
Il) cos 2x=1 


De |) tiramos 4x = kr, donde x = = : 


De Il) tiramos 2x = 2kx, donde x=kr.. 
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A expressão xetz representa os oito pontos indicados na figura ao lado, 


vértices de um octógono regular. A expressão x = kr representa os pontos A e 
A, Vê-se, assim, que o conjunto indicado por x = kz está contido no conjunto 


indicado por x = pis . Sendo assim, basta escrever 


r 


Resolva a equação 
cos(a+2x) + cos(a+x) + cosa=0 


Solução 
Agrupemos os termos convenientemente: 
[cos (a+ 2x) + cosa] + cos(a+x)=0 
para, em seguida, transformarmos em produto a expressão entre colchetes. 
2cos (a + x)'cosx + cos(a+x)=0 
Dal, vem à 
cos (a+x)[2cosx+1]=0 


havendo, portanto, duas possibilidades: 
| cos(a+x)=0 : 


Il) cos ie 
2 
De |) tiramos arx=S+ka, donde 
x=E-a+ka 
2 
De Il) tiramos x=258 +20. 


s=[xerx=E-asta ou x=+5E +24 (en) 


. 


12.8) 


12.9) 


Resolva a equação tg 3x = sen 6x. 


Solução 
Observe primeiramente que, sendo sen 2a = E , podemos escrever 
2 tg 3x 
sen 6x = 
1+tg?3x 
e a equação fica 
2tg 3x 
tg 3x = 
E 1+tg?3x 
donde tg 3x:[1 + tg23x] = 2tg 3x 
isto é, tg 3x-[tg3x— 1] = 0 
Consideremos as possibilidades: 
|) tg 3x=0, donde 3x =kz, isto é, 
kz 
Ne 
3 


1) tg 3x = 1, donde 3x = + tkr , isto é, 


Fu e 
208 
Assim, 
km tokm 
S=ixeR|x=— ou x=t—+— (ke Z) 
3 Za 3 


Nota: neste caso, não é necessário verificar a condição de existência, pois os 
valores de x foram determinados a partir das equações tg 3x = 0 e 
tg 3x = + 1, nas quais a existência de tg 3x já está garantida pelo simples fato de 
serem dados os seus valores 0, +1 ou —1. 


Resolva a equação 
2cos?x + cos5x — 1=0 


Solução 


Consideremos inicialmente que 2cos?x — 1 = cos 2x; logo, a equação pode ser 
escrita 
cos 5x + cos2x=0 
ou, transformando em produto: 
2 cos!X.cos3X = 0 
2 2 
Há duas possibilidades: 


7x 


|) cos—=0 
2 

II) cosX=0 
2 
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De |) vem X =Z kr, donde x= Ep 287, 
2 2 o 
De ll) vem 2X =Z + kg, donde x = Ty 287, 
2 2 é a! 
Então, 


12.10) Resolva a equação 


z r 
sen[x+5)scos[x+ 5) = t+cos 2x 


Solução 
Observe em 1º lugar que 


Eu ui 
cos|x+—|=sen| =-x 
5] É 


e 1+cos2x=2cosx 
Com isto, a equação fica 


sen(x+E +sen/2-x|=2cos?x 
6 6 
ou, transformando em produto: 


2 seng:cos x=2 cos?x 


Daí vem cos x = 2cos?x 

ou seja, cos x-(1 — 2cos x) = 0 
Há duas possibilidades: 

| cosx=0 


Il) cosx o 
2 
De |) tiramos x=S+km. 


De ll) tiramos x = +5+2%m 7 


Assim, 


S=[xeRx- Zea ou x=ti+km (ez) 


12.11) Resolva a equação e 


178 


to(2+x]=1+sen 2x 


Solução 


Façamos a mudança de variável Pd =y. Teremos 2x=2y e e assim 


Desenvolvendo o arco triplo: 


a : 
tg|— =t e 
(5 +3) gy 
1+sen2x=1+sen [29-5) =1-cos 2y = 2sen?y 
A equação dada fica tg y = 2sen?y. Por outro lado, sabemos que 
tg%y 
ny =—2 
1 tg?y 
2 tg*y 
1rtg?y 
ou tg y[1 + toy] = 2t9ºy 
tgyligy-2tgy+1=0 
tgyltgy-1=0 
Há duas possibilidades: 
b tgy=0 
ID tgy=1 


eentão tg y= 


De |) vem y = kz, donde x=-Geha. 


De Il) vem y = q km, donde x=kz. 
Assim, 
S=[teRix=-Erta ou x=kr (ez) 


Nota: como os valores de x foram determinados a partir dos valores 


tgy= o(5+ x) não é necessário verificar as condições de existência. 


12.12) Resolva a equação 


Solução 


de 


Com -a mudança de variável 52% obtemos x=5-2y e assim 


Lã. n-—3y. A equação dada fica 
sen(r-3y)=3 sen y 
ou ainda - 
sen3y=3seny 


3sen y - 4sen?y = 3seny 


“resulta 4sen?y = O e finalmente sen y = 0. 
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Obtemos então y =kr, ou seja, 


n Note-se, porém, que, adotando-se tgX como incógnita auxiliar, corre-se o 
donde x = E —2km À 2: 


r risco de perder a solução x = x + 2kr, que corresponderia à situação em que t X não 
s=[xerix=Z-2m (ken) é e y R doi 
? existe. 
Verifiquemos em que caso isto aconteceria: se x = x + 2kr for solução, teremos, 
para esse valor de x, sen x = 0 e cos x = —1, de modo que na equação asenx+b 


12.2. EQUAÇÕES CLÁSSICAS cos x =c, obteríamos b + c = 0. 


Denominamos equações clássicas certos tipos de equações em cuja resolução 
se utilizam artifícios especiais. Analisaremos aqui os três tipos mais importantes, com 
seus métodos de resolução. 


Conclusão: se b + c = 0, teremos a solução x = x + 2kr e, além desta, a | 


solução t = o que se obtém de (|). Se b+ c » 0, teremos apenas as soluções dadas 


por (1). 
12.3. 1º EQUAÇÃO CLÁSSICA 


Trata-se da equação Exercícios Resolvidos 


12.13) Resolva a equação 


2senx + 3cosx=1 
Há dois métodos principais. O primeiro, que consiste em colocar sen x e cos x em 


ã x E Ae a E Solução 
função de tg= =t, deve ser utilizado de preferência quando os coeficientes são literais e 
2 Temosa=2,b=3ec=1 


se impõe uma discussão. O segundo, mais indicado nos problemas numéricos, utiliza o 
ângulo auxiliar. 


2 


Pondo Us =t obtemos senx E e cosx= . A equação fica 


1+t 
at 3(1-€) 
a, = 
Ss Po qt 
Conhecemos as expressões de sen x e cos x em função de 95 ELO istoé, 22-2t-1=0, 
2% ai? Dai resulta t = 12/3 , donde 
senx=" 8 C0SX="=5 2 
cmd x 1:43 k 
Com esta substituição, a equação clássica fica 2º arc tg 2 +km 


2(am , (tt) 
o 1+t 
ou seja, após as simplificações: 
(b+oê-2at+c-b=0 (|) 


e, finalmente, x = 2arc (É). 2km. 


Como b+c=4 * 0, segue que a solução x = n+2kr não satisfaz. Sendo assim, 


s-jrezix-2 arc (ES Jus (1.2) 


Esta equação (|) permite calcular t e, em seguida, tendo-se tg5=t , podemos 2 


calcular x: x=2arctgt + 2kr. 
Supondo b + c = 0, a equação (|) admitirá raízes se e somente se 


12.14) Resolva a equação 
4=4a*-4(b+c)(c-b)>0 


V3senx-cos x=1 
isto é, se 
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Solução 
Temos a=/3,)=-1ec=1. Pondo tgX=t, vem . sen x=-2L. 
) 2 1+É 
tê 
cosx=-"—. 
1+€ 
A equação fica 
at 1-8. 
+ 1+t 


J 


i xa 
isto é, t=—.. Daí D=>+k 
t 3 resulta 5 s* “jd 


donde x = 3 + . 


Neste caso, temos b + c = 0; logo, os valores de x dados por x = x + 2kx também 
constituem solução, como se pode verificar diretamente, pondo 
senx=0 e cosx=-1 na equação dada. Temos então 


S=[xeRIx=5+% ou x=1+2km (ce2)) 


12.15) Resolva e discuta a equação msen x + cosx + 3m — 1=0. 
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Solução 


Temosa=m,b=1ec=1-—3m, Há dois aspectos a observar: primeiramente, se 
m = O ou mz0 e em segundo lugar, se b + c = O ou 


b+c = O. Comob+c=2-3mteremosb+c=õO para m = 5. Vamos então 


analisar separadamente os três casos: 


1)m=0 

2 
2) m=Í 
)m 3 


3) me0emz 2 l 4 
3 
1º caso: suponhamos m = 0, A equação fica cos x = 1, donde resulta 
S=[xeR|x=2kr (ke Z)) 
2º caso: suponhamos m 5 . À equação fica E sen x+cosx+1=0. 


x 2t 1-t ato 1-É 
Pondo tg—=t sen x= ecosx= , Obtemos ——— 
“a Tt TE 3(1+8) re 


+1=0 isto 


3 x 3 
é, t=-—. Resulta — = == |+kz. 
ê 2 2 ercta( 5)+ eu 


Temos então x =2 arc to(-5) zm eainda x=7+2kr. Assim, 


. 


S-[rerix=2er0 to(-5 rama ou x=n+2kr (6e2)) 


2 
3º caso: suponhamos mxz0 e 5. Pondo ga=t, sen a Di e 
Í 


1-€ 2mt 1-t 
btemos =— 
fatos 278 EI 
isto é (3m-— 2)Ê + 2mt + 3m=0. 


A equação admitirá solução se e somente se 4 = 4m? — 4(3m — 2):3m>0, ou | 


+3m-1=0 ( 


cosx = 


3 
a,0<m<s— 
sej 4 


Como m=0em .ã, devemos ter 


2 2 3 
O<m<- ou -<ms— ( 
A RR a 
Se t; e t; são as raizes desta equação do 2º grau, escrevemos 


S=[xeR|x=2arctgt+2kr ou x=2 arc tgt,+2kr (Ke Z) 


Dada a equação asen x + bcosx = c(ab * 0), podemos escrever 


b c 
sen x+—cos x=— N 
a a 


Seja q=arc tg (valor que pode ser obtido, por exemplo, por meio de uma 
a ( 


tabela). Podemos fazer a substituição 


b sen q 
“=tgp= 
a cos q ( 
e a equação fica 
n c 
sen x +20 8 .cos x=É 
cos q a ( 


c 
donde sen x cos q+sen qcos x = eo q 
isto é, 
c 
sen(x+q)= eos ê 


Esta última é uma equação imediata que fornece os valores de x. Haverá, 
soluções desde que seja satisfeita a condição 


A<Lcosp <1 
a 


2 
na c 

Note que esta condição se escreve —- cos? q <1 
a 


À 1 1 a 


CEE PATA 
secêp 1+rtg'q q PL aí +b 


a? 


e comocos? q = 


E 2 
resulta Es 
a a 


e finalmente 


Esta condição confirma aquela que encontramos no 1º método. 


Exercícios Resolvidos 


12.16) Resolva a equação sen x +/3 cos x =1. 
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Solução 
Façamos q =arc tgy3 = E! Assim, podemos substituir /3 por 


n 


sen> 
gZ=—3 
cos— 
3 
A equação fica 
us 
sen— 
sen x + É .cos x=1 
cos— 
8 
ou sen x cosa + senseos x= cos 
É n 1 
e finalmente sen) x+—|=—. 
SB 2 
Observe a figura. Para o ponto P, temos x ss = ê +2kz 
Donde x = =8º 2kn e para o ponto Q temos x Ea = ata 


Donde x ac 2km. 


Assim, 


S=[vemix=-5+2a ou x=5+2k1 (ce2)) 


12.17) Resolva a equação sen x — 2:cos x = 1 


Solução 


Façamos q =arc tg 2. Assim, 


sen q 
cos q 


«cos x=1 


e a equação fica sen x- 


ou seja sen xcosy — sen «picos x = Ccosq 
sen (x-q)=cos q 


Escrevemos ainda 


sen(x—q)= sen(2-0) 


sen(x-0)-sen[2-0)= 0 


x xXx T 
So 2+>-q|=0 
2 sen(á 3) cos[2 5 o) 


Há 2 casos a considerar: 
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XxX. q 7 
Dellvem *+2 9-2 ,k , donde 
da 


x= 5+20+2kr . 
Assim, 


S=[xeRix=Zram ou X=5+2arotg2 + 2kr (ren) 


12.4, 2º EQUAÇÃO CLÁSSICA 
Trata-se da equação 


+ Mais indicado nos problemas numéricos, utiliza o arco dobro 


Vamos dividir ambos os membros da equação por cos?x, Obtemos 
d 


atgêx + btgx + c= 
a 9 cos? x - 


1 
e, lembrando que 77 = sec? x=1+tg'x, 
cos? x 

vem 


atgx + btgx + c=d(1+ tg?x) 
ou seja: 


(1) 


Esta equação (Il) permite calcular r Para, em seguida, recairmos na equação 
imediata tg x = r, Note, entretanto, que, ao dividimos ambos os membros por 


cos?x, podemos perder a solução x =5 tm, que corresponderia ao caso cos x = 0. 


Verifiquemos em que situação isto ocorreria. Se x =5+km for solução, teremos, para 


este valorde x, cosx=0esenx=+ 1, de modo que na equação 
asenêx + bsenxcosx + ccos%k=d 
obteríamos a = d. 


Conclusão: se a = d, teremos a solução X=5+ka e, além desta, a solução 


r= ce que se obtém de (1). Se a=: d, teremos apenas as soluções dadas por (D. 
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E ——emm 


Exercício Resolvido 


12.18) Resolva a equação 
- 3cos*x + 4sen xicos x — senx=2 

Solução ( 

Temosa=-1,b=4 c=3ed=2, Como ad, é claro que X=S+km nê 

constitui solução. Podemos então supor cos x O e dividir ambos os membros d 

equação por cos*x, Obtemos 

2 


- to'x= 
3+4tgx- tg'x RE 


e como o =sec? x =1+tg?x 
cos? x 


resulta 3 + 4tgx — tgx = 2(1+1t9%) 
ou seja: 3tgx — 4tg x — 1=0 


Dai vemtg x= CERA e assim 
S=feeRin=ar (25 ea (k 2) 


Conhecemos as identidades 


senx = 5(1 -cos2x) 


cos? x =>(t+c052%) t 
( 
sen xcosx ->sen 2x 


Substituindo estas expressões na equação asen?x + bsen xcos x + c cosx = d, 
obtemos 


E 
2 
Donde bsen 2x + (c— a) cos 2x=2d -a — (e; 


Esta é a 1º equação clássica, cuja resolução já examinamos. 


(1-cos 2x) +3sen 2x +a(t+cos 2x)=d 


Exercício Resolvido 


12.19) Resolva a equação | 
v3 senx—2senxcosx— VS cos? x = 3 


O segundo utiliza a mudança de variável 


x=2+y 
4 


Solução 


Façamos a substituição em função do arco 2x: 


Jã 


cont -cos 2x)-sen 2x e cos 2x) = —y2 


Pondo sen x + cos x = z e elevando esta expressão ao quadrado, obtemos 


Donde sen 2x + 3 cos 2x = 2 
sen?x+2 senxcosx+cos?x=z? 


ia 
sen— x 
x jo sen— d 

Pondo 43 = t95= s , & equação fica sen 2x+——3 cos 2x = /2 cd E 

COS cost sen x-cos x= 2 

3 3: 
ou sen2x cost + sendcos 2x=v2cosE Substituindo na equação dada, vem 
3 


2 
azenfÉ ee 
2 


e então sen(2x +3) pala 
3 2 ou seja: 


Observe a figura. Para o ponto P, temos 2x+5 =E .9kr, ou seja x=-E ykr 
4 ; i 24 


Uma vez calculado z nesta equação (1), recai-se na equação sen x + cos x = Z. 
Esta pode ser resolvida por transformação em produto, escrevendo-se 


x Tr TA T 
=senx —-x|=2 sen-.cos| x-— |= 2 cos| x-— 
senx+cosx=S +sen(5 x) : ( a) 2 ( a) 


e para o ponto Q temos 2x4 5-5 + 2ka , OU seja, xD ; 


Assim, 


Resulta então a equação imediata 
2) cos(x 5) =z 


É claro que só são aceitáveis os valores de z dados em (1) tais que 
2<2<v2 


| 
' 
, 
f 
t 


Exercício Resolvido 


12.20) Resolva a equação 


| Es z 5r 
4 S=[xeRix= Loka ou xe sp tha (ke z)) senx+cosx+ 2/2 senxcosx=0 
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[1% 
E Solução 
12.5. 3: EQUAÇÃO CLÁSSICA Pondo sen x + cos x = ze 
Trata-se da equação 2. a 
senxcosx= , a equação fica 


z+,2(22-1)=0 


ou seja: 2 22+2-/2=0 


E Condado equação que se exprime em função da soma sen x + cos x e do produto sen 


Há dois métodos principais. O primeiro baseia-se na mudança de variável 
senx + cosx=2 


Daí obtemos z = = ouz=-2. 
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z 
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2 E 
Para z= E , Vem senx+cosx= e Exercícios Resolvidos 


cu seja, Vicos(x-Z] * A 12.21) Resolva a equação 


secx+cossecx=242 


e finamentecos[x-5)- Solução 


Escrevemos 1, —1 2/2 


Temos então cos x senx 


x x donde, sen x + cos x = 2/2 senx cos x 
PR 
X-=t>+2kt e x=-"+>+2kr i z 
4 3 43 É, portanto, a 3º equação. clássica. Façamos x= go y, obtendo (como ( 


Para z=-2 vem senx+cosx= 2, ou seja, 2 cos [x-2)-=2 & explicado na teoria acima) 
4 


sen x+cos x=«/2cos y e sen x-cos x =costy-1 
finalmente cos[x-2) =-1. Temos então x-Z =7+2kr e 1 
' 4 A equação fica «2 cosy = 2/2 (cos y- 5) 
us 
Aster donde 2 cos?y — cos y — 1=0, 
Aqui obtemos cos y = 1 ou cos y =. Para cos y = 1 vem y = 2kx, donde 


5n 
+2kr OU x="+2k, 
A 4 ii z (te2)) x=5+%a. Para cos y = 5 vem y=+5+2k, donde x= 54 EE soa É 


imediato que estes valores satisfazem as condições de existência de sec x é 
cossec x. Assim, A 


z 7,27 
Pondo x=E+y, obtemos S=xerix-Lram ou x=qi ta (ez) 


sen x= sen(5+ v) = 2 (cos y+sen y) 12.22) Resolva a equação sen” x + cos? x = 1. 
Solução 
Fatorando o 1º membro através da identidade 
a*+b?=(a+b)(a?+b?- ab), vem 
(sen x + cos x) (sen?x + cos?x — sen x cos W)=1 
ou (sen x + cos x)(1 - sen x cos x) = 1 


z 2 
cos x=cos[E+y )= É (cos y-sen y) 


Assim, 
sen x+cos x=/2cos y 


e senx'cosx= é (cos?y — sen?y) = cos?y — ; 2 


-1 saca 
, a equação fica 


2 
Z22-1 
(Eos 
2 
Istoé,7º-32+2=0 


A expressão do 1º membro, fatorada, resulta (z — 1)*(z + 2). Assim, temos 2=1 


ou z = -2, Somente o valor z = 1 satisfaz a condição - 2 <z < 2. Recaimos 
então na equação sen x + cosx = 1, donde 


z 
Pondo senx+cosx=zesenxcos x = 


Substituindo estas expressões na equação 


a(senx+cosx) + bsenxcosx=c 
obtemos 


av2cos y + b(costy-)=o 


ou seja: bcos?y + a 2 cos y -- -c=0 


donde se calcula cos y. 
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Vicos[x-5)=+ ou cos[x-2 2 
4 a)""2 
Portanto, x Er = ++ 2kz e finalmente 


Xx=2kr ou x=5+2ka Assim, 


E x Nem 
s [xerix=za ou X=5+2kr (ez) 


12.6. EQUAÇÕES QUE ENVOLVEM AS RELAÇÕES INVERSAS 
Daremos neste item alguns exemplos de equa õ 
ções que envolvem as not: 
arc sen x, arc cos x, arc tg x e arc cotg x. A variedade dos exercícios deste ro é Uo 


au sendo portanto impossível estabelecer uma teoria geral. Os exercícios 
resolvidos a seguir poderão sugerir alguns dos métodos mais comuns. 


Exercícios Resolvidos 


12.23) Resolva a equação 
arctgx+arctg(1-x)=2arctgyx-x? 


Solução 
Indiquemos 
a=arctgx, dondetga=x e -Z<a<T 

2 2 
B=arctg (1-x), dondetgp=1-x e ds 
y=arctg vx-x?, dondetgy= Vx-x? e ate 


A equação dada fica o + = 2y e podemos então escrever 
to(a+B)=tg 2y 
tga+tgB 2tgy 
I-tga-tgp 1-tg%y 


x+(1-x) — 2vx=x 
1=x(1-x) 1+( e), 
Nesta equação, o valor de x pode ser calculado. Obtemos 


ER 
Eça assim, 5 = (5) 


ou ainda 
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12.24) Resolva a equação 


arc sen 2x= arc sen x3 + arc sen x 


Solução 

Indiquemos 

a = arc sen 2x, donde sena =2x € 580 Ss 
p=arcsen x./3, donde seng = xJ3 e — ss 


y=arc sen x, donde seny =x e 2818 


A equação dada fica a = B+y e, em seguida, escrevemos sen a = sen(p +Y) 
sen a. = sen fp cos y + sen y cos B 
Calculemoscos p e cos y. Comosen & = x.3, obtemos 


cos?p =1-sen?p =1-3x? e, assim, cos B = +V1-3x*. 

Mas. = <p< a donde se conclui que cos p não é negativo. Portanto, 
cos B=1-3x?. 

Como sen y = x, obtemos cos?y = 1 — sen?y = 1 — xº e sendo a <y< 
cos y=1-x?. 

Com isto, a equação fica 2x = xv3-1-x2 + x:-N1-3x 


1 
onde se calculam os valores de x. Obtemos x=0 ou x= ses : 


Discussão 
Sendo 2x = sen a, devemoster —1< 2x <1, isto é, 
E <x< 
2 2 
Sendo x./3 = sen f, devemos ter —1< x3 <1, isto é, 
Bye 
3 3 


Sendo x = sen y, devemos ter -1<x<1. 


Nota-se que os três valores encontrados para x satisfazem estas três condições. 
Podemos então escrever 


12.25) Resolva a equação 


arcsenx +-acsen(1—x) = arccos x 
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Solução 

Indiquemos 

a =arc sen x, donde sena =x e 28085 

B =arc sen(1-x), donde sen p=1-x e «pah s5 


y=arc cos x, donde cosy=x e O<xy<n 
A equação dada fica a + = y e, em seguida, escrevemos cos(a +) =cos y 
cosa cosh - sena senfp=cos y 


Calculemos cos a e cos f. Como sena =x e acesa vem 


cos a =1-x?. Como sen =(1-x) e SSB vem 


cos? p =1-senp=1-(1-x) =2x-x? e então 


cos p=v2x-x2. 


Com isto, a equação fica 
Vi=x2.V2x-x2 -x(1-x)=x 
onde se calculam os valores de x. Obtemos x = 0 ou x -5 ou x=2. O valor x 


=2 não é satisfatório. Escrevemos 


12.26) Resolva a equação 
arctgx + 2 arc cotg x -A 
Solução 
Indiquemos 
a =are tg x, donde tga =x e -2<0<5 
B =arc cotg x, donde cotgp =x e O<p <a 


A equação dada fica a +2p = a e, em seguida, escrevemos 2f “Ea 
tg2p= to(5E a a) 


2x 
2tgp o 9-7 -tga 


Eus 
1= tgp tetoliga 
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=x 
(= 1 1-3 
x? 
Nesta equação obtemos x =-/3 e, assim, 


s=[v3) 


Exercícios Propostos 
Resolva as equações dadas a seguir: 


12.27) sen 7x 


“ 


sen 5x 


12.28)cos 2x = cos x 


12.29) tgx= coto[2+ +3) 
12.30) sen 2x = cos[ +) 


12.31) to(2x+ SE) scot(2x +3) =0 


12.32)3 + 2cos 2x = 4cosx 


12.33)secx — cos x = senx 
sen w-a(a * E +2k) 


12.34)cosa — cos x 


12.35) cost 8 + cost ATE =1 (cos a 0) 


12.36)sen (a + 2x) + sen(a+x) + sena=0 


12.37) sen(x-Z)-sen[x-|-sen-ã =0 


12.38) sen'x-cos x = arcos? x-sen x 


12.39)cos x:cos 7x = cos 3x-cos 5x 


12.40) sen x-sen 3x = 12.58)arctgx + arctg 3x = 


mia 


12.41)2(senx + cosx) = secx 12.59)arcsenx + arccosx + arctgx = arctg2 + arctg4 


12.42) sénê2x + senêx = 5 12.60)are sen (1%) — Zarecosi=X = 5 


12.43) sen'x + cos! x = 


4 
12.44) tg x- cotg x = — sen 2x gl 
) tg (o) 3 qu 


12.45) tg 2x + cotg x = 8 cos?x 


1 
12.46) sen 3x + cos 3x = —= 
NA 
12.47)2sen x + 3cos x = 1 
12.48) V3 sen 2x + cos 2x =1 


12.49)1 — cos 4x + sen4x=0 


12.50) 3 cos?x + 2sen x:cos x — 3 sen?x = /2 


12.51) senx + 2sen x-cos x — 2cosx = 


nDj- 


12.52) sen xcos x — 2 (senx+ cos x) + 1=0 


12.53) 4sen x-cos x — 2/2 (senx + cos x) + 3=0 
AÃO arado 
12.54) tg xeto[2+x)-2 ——g» [Nas 


12.55) arc sen x + arc sen (x43) 5 


12.56)arc cos x + arc cos 2x = a 
12.57)aresenvx + arecosvX = 
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Inequações trigonométricas 


13.1. INEQUAÇÃO DO TIPO cos x<a 
Consideremos o seguinte problema: 


Levando-se em conta que —1< cosx < 1, temos vários casos a considerar: 
1º)a s =1. A ineguação é impossível e temos S = 4. 


2º) a >1. Qualquer valor de x e U satisfaz a condição cos x < a. Temos S = U. 


3º) a = 1. A inequação fica cos x < 1 e é satisfeita para todos os valores de x e 
U, exceto aqueles para os quais cos x = 1. Assim, 


S=U-[xeR|x=2kr (ke Z)) 

4º)-1<a<1. É o caso mais comum. Observando a figura 13.1, percebe-se que 
as extremidades dos arcos que constituem solução devem pertencer ao arco 
geométrico P, A'P,. Se indicamos o = arc cos a (correspondente a P;), então 


a 1º determinação positiva correspondente a Pp é 27 — a. Se fosse U = [0; 2n], 
escreveriamos 


S=(xeR[Ja<x<2n-a) 


Fig. 13.1 


Se tivermos U = R, escreveremos 


S=[xeR|u+2ki<x<(27-0)+2ka (k ez) 


199 


Se o conjunto-universo for U c R, bastará fazer a interseção de U com o 
conjunto acima, 


Exemplo 
Seja resolver a inequação cosx <a no conjunto-universo U=[-m; 7). 
Observemos a figura ao lado. No intervalo [0; 27] a solução seria desc No 


conjunto-universo R, teríamos 


Ea Zta ex < SE sk (kez) 


Nesta expressão, fazendo k =... -2, - 1,0, 1, 2, ..., obtemos uma sequência de 
infinitos intervalos, regularmente distribuídos ao longo do conjunto dos números reais. 


Como, no nosso problema, pretendemos U = [-m; n), devemos considerar a interseção 
desses intervalos com o conjunto U. Obtemos então (conforme a figura ilustra): 


S=[xeRI-nsx<-3 ou Eexsa) 
3 3 


13.2. INEQUAÇÃO DO TIPO cos x >a 
Consideremos o seguinte problema: 


Sendo -1< cosx <1 , temos vários casos a considerar: 
1º) a < 1, A inequação é satisfeita para todo x e U. Temos S=U. 
2%)a > 1. Não existe solução real. Tem-se S = 4. 
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3º) a ==1. A inequação fica cos x >—1 e é satisfeita para todos os valores de x e 
U, exceto aqueles para os quais cos x = —1. Assim, 


S=U-[xeR|x=n+2kr (ke Z)) 
4º)-1 <a < 1. Como a figura 13.2 indica, as extremidades dos arcos que 
constituem solução pertencem ao arco geométrico P, AP, Sendo 


a = arc cos a (correspondente a P+), então a 1º determinação positiva 
correspondente a P, é 27 — a. Se fosse U = [0; 2x], escreveríamos 
S=[xeR|0<x<a ou 21-a<x<2n) 


Lo Sr 2x 


Se fosse U = [-x; ], poderíamos escrever 
S=(xeR|-a<x<a) 


—O O 


=] PRRIS (o) z 
2 
Se fosse U = R, poderemos escrever 
S=[xeR|-a+2kz <x<a+2km (k ez) 

No caso de um conjunto-universo U qualquer, faz-se a interseção de U com este 
último conjunto. 
Exemplo 

Seja resolver a inequação cosx > + no conjunto-universo U = [-x; 27] ; 


Observemos a figura abaixo. No intervalo [0; 2n], a solução seria 


0<x<2T ou E cxs2r 
:8 3 


No conjunto-universo R, teríamos 
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EE soma cx cds a (k=Z) 


A interseção desta sequência de intervalos com o conjunto U = [-x;27] nos dá o 
resultado: env . 
2n 2 4r 
S=jxeR|-—-<x<— ou — 
(rer-Z o u EE exam) 
13.3. INEQUAÇÕES DOS TIPOS senx <a esenx>a 


Consideremos o seguinte problema: 


Sendo -1 < senx < 1, há vários casos a considerar. 


1º)a<-1. Ainequação sen x < a é impossível. S = 4; 
A inequação sen x > a é satisfeita para todo x e U: S=U. 
2º) a =—1. A inequação sen x <—1 é impossível. S = 4; 
A inequação sen x - — 1 é satisfeita para todos os valores dexeU 
exceto aqueles para os quais sen x = —1. Assim, 


S-U-freRIx= Ts (ce2)) 
3º) a = 1. Para a inequação sen x < 1. temos “ 
S-U-fxeRIx=5+2a (:e2) 
| epara a ineguação sen x > f temos S = 4. 


49) a > 1. Para sen x <a temos S= Ue parasenx>atemos S= 4. 
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5)-1<a<1. É o caso mais comum, que se resolve com o auxílio da figura. 


Fig. 13.4 


Fig. 13.3 


No caso da inequação sen x < a (fig. 13.3), as soluções tem extremidades no | 
arco geométrico BP. Sendo a = arc sen a (correspondente a P1), então para Pa, 
temos a 1º determinação positiva 7 — a. Se o conjunto-universo é R, obtemos uma 
sequência de infinitos intervalos, j 


a-21 =n-A [7 n-a 2n+a 


on SM cem e O a 3% 2m 
2 2 2 


“ 


que podem ser simbolizados pela expressão 
S=[x eR|n-a+2kn<x<2n+0+2k7 (k cZ) 


Para um conjunto-universo U qualquer faz-se a interseção de U com este último ! 


conjunto. , 
No caso da inequação sen x > a (fig. 13.4), as soluções tem extremidades no 


arco geométrico P, BP. Seo conjunto-universo é R, 
( 


a-2r  -m-d a = 2nta 
-2" 3 qtoo Lo mn 8 2 
2 2 2 2 N 


obtemos uma sequência de infinitos intervalos, que podem ser simbolizados pela! 
expressão é 
S=[xeR|a+2Zkn<x<n-0+2kr (KeZ)) 
Para um conjunto-universo U qualquer faz-se a interseção de U com este último 
conjunto. ( 
Exemplos 


1º) Seja resolver a inequação sen x < no no conjunto-universo U = [54] ; 


Observemos a figura abaixo. No intervalo [o; 2n] a solução seria 


No conjunto-universo RE teríamos 


zen cx < TE sem (ez) 


nos dá o resultado : 
S=lxeR|-Z<x<-E 
2 4 


2º) Seja resolver a inequação 
sen x> 5 no conjunto-universo 
U= [-x; 7) À 


Observemos a figura abaixo. No 
conjunto-universo RR, teriamos 


S= [ceRI-5+2n cx «azia (ez) 
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Lá Sr -z Iz Az 
6 6 6 6 6 
n 3x 2n 


rr 


A interseção desta sequência de intervalos com o conjunto U =[-7; 7] nos dá 
o resultado 


S=lxeR|-a<x<-* ou gerar) 
6 6 


13.4. INEQUAÇÕES DOS TIPOS tgx<a e tgx>a 
Consideremos o seguinte problema: 


Fig. 13.5 E : Fig. 13.6 


Observemos as figuras onde está ilustrado wu caso a > O. 
No caso da inequação tg x < a, as soluções tem extremidades nos arcos 


geométricos P, AB' e P, A'B. Seja a = arc tg a Quando o conjunto-universo é R, 
escrevemos 


S=[ceRI-Zeta cx cats (ke2)) 


No caso da inequação tg x > a, as soluções tem extremidades nos arcos 
geométricos P,B e P,B'. Quando o conjunto-universo é R, podemos escrever 


| S=[xeRlarkrexcEsta (ez) 
Exemplos 


1º) Seja resolver a inequação tg x< — 1 no conjunto-universo U= [-n; 27] 5 
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Observemos a figura abaixo. No conjunto-universo R, a solução poderia ser 
escrita EE 


E kacx<eka (k<Z) 
2 4 


A intersecção desta sequência de intervalos com o conjunto U = [-x; 27] nos 
dá o resultado 


1 T z 3x 37 é 
S=ixeR|--<x<-— ou —<x< ou <x< 
2 4 2 


2º) Seja resolver a inequação 
tgx>—/3 no conjunto-universo 
U=[-n7]). 
Observemos a figura abaixo. Se o 
conjunto-universo fosse R, 
poderíamos escrever a solução 
na forma 


-Eekr<x<iska (ke Z) 
3 2 
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A intersecção desta sequência de intervalos com o conjunto U = [-x; x] nos 


dá o resultado 


S= xeR|-a<x<-L ou -Z<x<E ou dexa) 
2 3 Ea 3 


Exercícios Resolvidos 


13.1) Resolva a inequaçãosen x < cos[a- x) no conjunto-universo U = [0; 21]. 


Solução 


Es 
Escrevemossen x < sen(-+ x] 


r 
ou sen(5+x)-sen x>0 
Transformando em produto: 
2 seni.cos|2+x|>0 
8 8 
e como send >0, devemos ter cos(5+x) >0 


O arco de medida a x deve ter extremidade no 1º ou no 4º quadrante, isto é, 


-E+dkn<T+x<2+2ka (ke Z) 
E 8 22 


Daí resulta 


SE rem «x <a Za (keZ) 
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13.2) 


13.3) 
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A interseção desta sequência de intervalos com o conjunto U = [o; 27] nos dá o 


resultado 


tz 


S= xeRj0<x<2L ou TE cxem) 
8 8 


Resolva a inequação 1 — sen x > cos*x no conjunto-universo U = R. 


Solução 


Pondo 1 - sen x > 1 — sen?x, vem senx — sen x > 0. Trata-se de uma 
inequação do 2º grau y- y > 0, comy=senx. Devemostery<Oouy> 1,ou 
seja, senx < Oousenx 2: 1. 

A figura representa a solução, que pode ser escrita 


s-[xerIx- 542 ou n+2knSX<27+2km (cez)) 


ba 
senx<0 


Resolva a inequação tg? x < 1 no conjunto-universo U =[=; q]. 


Solução 


A inequação dada equivale a —1 < tg x < 1. Observemos a figura. Para o 
conjunto-universo R, escreveríamos a solução 


-Zikn<x<]+k (keZ) 
4 4 


In bn 3 mn E 87 Sn Ta 
4 4 4 4 4 4 4 4 
RR uso (UR or MR e E e O 
Om MT ga OL, ME To 3% 2n 
2 2 2 2 
Ns 
U 


A interseção dessa sequência de intervalos com o conjunto U = [-x; 7] nos dá o 
resultado 


Salkeni=nsrect iguaD ane ou SBexsa 
4 4 4 4 


13.4) Resolva a inequação sen?x > 1 — sen 2x no conjunto-universo U = R. 


Solução 

Coloquemos sen?x e sen 2x em função de tg x = t. Sabemos que 
Manto q E ne 
sen 2x= e = Es 

A inequação fica Ee >1- Es 


que, simplificada, resulta bi. Devemos, então, resolver a inequação tg x >>. 


Indiquemos a = are 5 


No conjunto-universo U = R podemos escrever a solução na forma 


S=[teRlastr cx <a (ez) 


13.5) Resolva a inequação Sen 2x + tg x > 2 no conjunto-universo U = R. 
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14.20) Resolva um triângulo retângulo, conhecendo o semiperímetro p =3+2 €0 
raio R= 2 da circunferência circunscrita. 


6 +42 Ee 
4 


, C0875º = 
4 


(patos sen 75º= 


1242 
5 


14.21) Resolva um triângulo retângulo, conhecendo o perímetro 122 ea altura 


relativa à hipotenusa. 


14.22) Prove que em qualquer triângulo tem-se: 
b-acosê  senê 

c-acosB senB 

b) a=bcosê + c cosB 


co) (a +b)(1-cosê) = c(cosÃ + cosB) 


a) 


d) a(cosB-- senô) + b(cos À + senÃ)=c 
e) 28 (cotg Â+cotg B) =c? 


f) acosÃ - bcosB = cosG(pcos À -acosB) 


14.23)A e B são dois pontos situados à margem direita de um rio, distantes 600 metros 
um do outro. C é outro ponto situado à margem esquerda. Os ângulos CÂB e 


CBA medem, respectivamente, 48º e 75º. Determine a largura do rio. (Dados: 
sen 48º = 0,74, sen 75º = 0,97, sen 57º = 0,84). 


14.24)Um homem deseja -determinar a largura de um rio. Então, de um ponto da 
margem mede o ângulo de elevação do topo de um poste situado na margem 
oposta, obtendo 11º. Afastando-se 15m, ele obtém o novo ângulo de 9º, Calcule 
a largura do rio. (Dados: tg 9º = 0,16 e tg 11º = 0,19). 


15m* t 


14.25) Na figura, calcule o comprimento de AB. São dados: 
sen 30º = 0,50 
sen 6º = 0,10 
e cos 36º = 0,81 


avo 


pe 

E 
230º 2 436º 

Dlasm O am 


14.26) Um observador está no ponto A sobre o topo de uma montanha e sua vista se 
estende até um ponto C no horizonte. O raio visual faz um ângulo o com a 
vertical. Sendo R o raio da Terra, calcule a altura da montanha em função de a e 
R. 


14.27) Um observador situado sobre um barco, com o olho a uma altura de 1,4m acima 
do nível da água, vê um avião e a imagem desse avião na água sob os ângulos 
de 30º e 30,5º, respectivamente, em relação à horizontal. Calcule a que altura se 
encontra o avião. 

(Dados: tg 30º = 0,58, tg 30,5º = 0,59). 


Exercícios Sumplementares 


V.1) Determine a natureza (acutângulo, retângulo, obtusângulo) do triângulo cujos 
lados medem a = 5, b= 17, c= 18. 


V.2) Resolva o triângulo ABC, sendo a = 74cm, À =1932ºe B = 18º, 
(Dados: sen 18º = 0,31, sen 132º = 0,74, sen 30º = 0,50) 


V.3) Resolva o triângulo ABC, sendo À = 45º, b=/3 +1ec= Vô 
V.4) Resolva o triângulo ABC, sendo a = 2/3, b=6-2, c=242. 
V.5) Calcule a área do triângulo ABC, sendo a = 98cm, b = 50cm e c = 74cm. 
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Solução 


Sendo sen 2x = de e pondo tg x = t, a inequação fica ei >2,ou seja: 


1+É 
É-22+3t-2>0. 

O polinômio do 1º membro, na forma fatorada, se escreve (t — 1) (Ê-t+2)>0. 

Para o fator É — t + 2 temos A = —7 < 0; logo, temos ? — t+ 2 >0 paratodo t 
eR. 

Assim, basta import— 1 > 0, ou seja: tgx > 1 

Para U=R tem-se o conjunto-solução 


S=[xeRlEetnax cara (ez) 


Exercícios Propostos 


Resolva as inequações, dadas a seguir, no conjunto-universo U indicado: 


13.6) 2senx<cos2x, U=R 


13.7) tgx> sen 2x, U=[-nin] 


13.8) senx < 1-cos*, U=[0;2n] 


13.9) 5senx + sen?2x > 4cos 2x, U=R 


13.10) sen 2x + cos 2x < - 2, U=R 


13.11)sen 2x + cos 2x s 1, U=[0;27] 


13.12)sen'x > cos'x,  U=[-m;7] 


Exercícios Suplementares 


1V.1) 


1V.2) 
1.3) 
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Resolva a equação sen 2x + cos(x +) = 


Resolva a equação 


ea 


Resolva a equação 


cos[ax+ SE) + Cos 2x + cos[ax +52) =0 


IV.4) Resolva a equação 
x 3x ( x 57 (5 z 
sen- - sen + cos|>+— | + cos|5-— |=0 
Pá 2 2 6 2 6 
1.5) Resolva a equação cos 2x + tgx=1 
IV.6) Resolva a equação 242 sen'x = sen 2x 
IV.7) Resolva a equação 2sen?3x + sen?6x =2 
Iv.8) Resolva a equação tg 3x + tg 2x + tgx=0 


V.9) Resolva a equação sen'x + cos'x= 5 


[V.10) Resolva a equação sen?2x — Gsenx + 2=0 


1.11) Resolva a equação 2tg 3x = 2 sec 3x — 2 


1V.12) Resolva a equação 
4 — 242 (secx+ cossecx) + 3sec x-cossec x = O 


1.13) Resolva a equação arc sen 2x = arc tg 3x 


1.14) Resolva a equação 2arc sen x + arcsen2x= 


1V.15) Resolva a inequação —3 < tg x <1 no conjunto-universo U = R. 


|V.16) Resolva o sistema de inequações simultâneas sen x 2-5 e cosx<-+x no 


conjunto-universo U = [0; 27] . 
1.17) Resolva a inequação cos 2x + cos x > O no conjunto-universo U=[-xx). 
1V.18) Resolva a inequação sen 2x < tg x no conjunto-universo U = [0;27]. 
1V.19) Resolva a inequação sen 2x > cos x no conjunto-universo U = [0:27] E 


IV.20) Resolva a inequação tg x (1 — 2sen?x) > O no conjunto-universo U = R. 


“q 


Capítulo 14 - Resolução de triângulos 
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Capítulo 


Resolução 


de triângulos 


Ed, 


14.1. INTRODUÇÃO 


Dizemos que um triângulo está resolvido quando conhecemos as medidas de 
seus lados, de seus ângulos internos e também a sua área. Para resolver um triângulo, 
frequentemente são usadas as relações métricas para triângulos retângulos e para 
triângulos obliquângulos, bem como as relações trigonométricas, que se exprimem em 
função dos lados e ângulos. Passaremos a examinar tais relações. 


14.2. LEI DOS SENOS 
Para um triângulo ABC qualquer, valem as relações 


Fig. 14.1 


ou seja, os lados são proporcionais aos senos dos ângulos opostos. 


Esta propriedade é conhecida como lei dos senos. Passemos à sua 


demonstração. 
Consideremos a circunferência: circunscrita ao triângulo ABC. Foram feitas três 
figuras (14.2, 14.3 e 14.4) para representar separadamente os casos dos triângulos 


acutângulo, retângulo e obtusângulo. Tomando como base o lado BC, construímos um: 


novo triângulo BCA', de tal modo que BA' seja um diâmetro. Este triângulo é, portanto, 
retângulo em C. : 


No caso da figura 14.2, temos BÃ'C = À (pois são ângulos inscritos à No caso da figura 14.3, a lei dos senos resulta como consequência imediata da 


circunferência, correspondentes a um mesmo arco BC). Escrevemos, então, 


A a 
senÃ=— isto 6 ——=2R. 
2R s er 


en À 


própria definição de seno no triângulo retângulo: sen B-2, donde do 


Ac c 
sen C=-, donde ,=a, 
a sen C 


4 , rx 
Assim, lembrando ainda que sen À = sena =1, vem 


o 
senÃ senB senê 


Exemplos 


1º) Suponha-se que conhecemos, de um triângulo ABC, as medidas 
a = 5cm, À = 32º e É = 49º. Podemos, com o auxilio da lei dos senos, 
determinar as medidas dos outros dois lados, b e c. Como À+B+6=180º, 
temos imediatamente É = 99º, Da tabela obtemos os valores 
sen À = sen 32º=0,53 
sen B=sen 49º=0,75 € 


Fig. 14.2 


No caso da figura 14.4, temos BÃ'C = n- À (pois são ângulos inscritos à 
circunferência, correspondentes a arcos replementares BAC e BA'G). Escrevemos, 


i então, sen(n-A)= 2, o que é o mesmo que senÃ=—, isto é, —2 =2R É 
s 


| 2R en À 3 
x ; E asi = By 
( evidente que, repetindo o processo com as bases AC e AB, encontraremos pa eai 
b É =sen 81º=0, 
( analogamente +=2R e — =2R donde resulta Em seguida, pela lei dos senos, escrevemos 
sen B sen C a b A 
— =-—— donde 
AD. O. senÃ senB | 


( senÃ senB senô R 
“asenB 5-0,75 


“senÃ 0,53 


á a 
e ainda —= = 
senAÃ senC 


asenê 5.099 
sen À 0,53 


donde c = = 9,3em 


2º) Um homem caminhando em direção a p 
um poste, observa que o ângulo de 
elevação do topo é 42º quando ele se 
encontra no ponto A (ver figura) e, ss 
avançando 10m para mais perto, esse 
ângulo passa a ser 52º em B. Com a A 
estes dados, pode-se, por exemplo, do O 
determinar as distâncias x e y que 2 e 
separam o homem do topo em cada FIA p; 
um dos dois instantes. Basta aplicar a SE a E 
lei dos senos ao triângulo ABP. A-442º B/Ã52º | 
Temos 10m 


eq 
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sen ÀÂ=sen 42º=0,67 
sen B = sen 128º=sen52º = 0,79e 
sen P=sen10º=0,17 
Então, escrevemos 
a 
senB senP 
donde 
Na sen é -.10-0,79 
sen P 0,17 
y p 


+ =———, donde 
senA senP 


a PSA 1008 (amam A Azany A 520 
sen P 0,17 A p=10 B 


= 46,5m 


14.3. LEI DOS COSSENOS 


Consideremos um triângulo ABC qualquer (as figuras representam os casos em 
que o ângulo À é agudo, reto e obtuso). 


c c ç 
a 
b a b a b 
IN A 3º 1N 
A c B A c B A c B 


Fig. 14.5 


Vale a seguinte relação: 


que é conhecida como lei dos cossenos. No caso particular em que À é um ângulo reto, 
tem-se cos À = 0; assim, a relação acima recai no teorema de Pitágoras: 


a? = b2 es e? 
É claro que esta relação pode ser escrita também para os outros dois lados do 
triângulo. Valem, portanto, as três relações: a 
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N 


( 

Passemos à demonstração da lei dos cossenos nos casos em que À é agudo ou 
obtuso. 

Se o ângulo À é agudo (fig. 14.6), aplicando o teorema de Pitágoras ao triângulo | 
CHB, obtemos 

a=h(c-x= 

=h2+(c-20x+%)= 

=(n2+x3) +02 20x 


Fig. 14.6 


No triângulo AHC, obtemos h? + x? = b? e também E cos À, donde 


x=bcos À. Assim, finalmente, vem a relação a? = b? + c? — 2bc cos À. 
Se o ângulo À é obtuso (fig. 14.7), aplicando o teorema de Pitágoras ao triângulo 
CHB, obtemos ( 
a =hi(c+x)= 
=h2+(ci+20x+X)= 
=(h2+x)) +c? + 20x 


(6; 


> 


R 


= 


Mi aço 


x c 


E 


Fig. 14.7 


No triângulo AHC, obtemos h? + xº = b? e também 
p= cosa =cos(n-À) =-cosÃ, dondex=—bcos À. 


' ” ' ” 
Assim, finalmente, vem a relação a? = b? + c? — 2bc cos À. ( 


Notas: 1º) As expressões da lei dos cossenos podem ser escritas na forma 


onde fica clara uma das mais comuns aplicações da lei dos cossenos: determinar as 
medidas dos ângulos internos do triângulo, conhecendo-se as medidas dos lados. 

2º) Através da lei dos cossenos, deduzimos um critério para determinar se um 
ângulo interno do triângulo é agudo, reto ou obtuso. Basta aplicar a tabela abaixo: 


Exemplos 


1º) Sabendo que, num triângulo, dois lados que formam um ângulo de 34º tem 
as medidas 4,5cm e 6cm, podemos calcular a medida do outro lado. 


Observemos a figura e apliquemos a lei dos cossenos, fazendo 
b=45, c=6eÃ=34º. 


AS 


a2=b2+c?-2becos À= 
=(452+6º — 2/(4,5):6:0,83= 11,43 
Assim, a = 3,4 cm. 


2º) Sabendo que os lados de um triângulo medem a = 2/3, b=242 e 
c=«/8 +«/2, podemos determinar as medidas dos ângulos internos. Temos 


eos Apae (22) +(V + 2)" - (ava) 
Dara 2:(202) (6 + 2) 


Esta expressão, simplificada, nos dá cos À + onde À = 60º. Para calcular B, 
podemos utilizar a relação 


R 7 
at +o?-p? “ 


2ac 


cosB = 


ou então aplicar a lei dos senos: 


Ee cas donde sen Ê = 
senA senB 


Desta última obtemos 


b senÃ 
a 
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W2:(v312) ya 
sen B= E RSÃ “a 

isto é, B = 45º ; 

Consequentemente, temos C = 75º. 

Resposta: À = 60º, B=45º,0=75º. 


14.4, ÁREA DO TRIÂNGULO 


i i i área de um triângulo. 
Examinemos algumas relações que permitem determinar a 

A primeira delas, que se destaca por sua importância, permite calcular a área de o 

triângulo ABC conhecendo-se as medidas dos três lados a, b e c. Chama-se Fórmula de 


Herão: 


Aqui, p representa o semiperímetro, isto é: 
—Wa+b+e 
"é 


Exemplo 
Vamos determinar a área de um triângulo cujos lados medem 10, 11 e 17, 
Calculamos primeiramente o semiperimetro, com a = 10, b = 19ec=17. 
a+b+c 10+11+17 =19 
p [>———— =————— = 
2 2 
Depois, p-a=19-10=9 
E p-b=19-11=8 
p-c=19-17=2 
e então p(p— a) (p—b) (p—c) = 19:9:8:2 = 2736 
Portanto, S=,/2 736 = 52,3 


Demonstração da fórmula 


S=p(p-a)(p-b)(p-c) 


Consideremos o triângulo ABC, no qual Âe B sejam agudos (6 poderá ser 


agudo, reto ou obtusc). 
A área do triângulo pode ser expressa na 
s-L 
2 
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( 
É claro que basta demonstrar a validade de uma pejas pot exemplo, a terceira. 
Mas, como E = senÃ, temosh= bsen À e então S-"Esená, ( 
Vamos agora exprimir sen À em função das medidas a, b e c dos lados. Sabe-se ( 
que 
2 2 2 
sÃe bi+cê-a ( | 
Ps 2bc ( 
Então, 
ARS a f 
sorPA =t-costA na (tc) = Fig. 14.9 
q bic? o bic? o) A figura 14.9 representa o triângulo ABC nos casos em que À é agudo, reto e | 
pe obtuso. Nos três casos, temos S= 2. Nos casos em que À é agudo ou reto, ( 
=| 2bc+ o ida NEL 2bc — a = Shu escrevemos h = bsen À. Para o caso em que À é obtuso, temos também | 
h = bsen q = bsen (x — À) = bsen À. Assim, em qualquer caso podemos escrever 
precisao Eee -2o) get Mo senÃ. 
= = 2 2, 
-a? 14.5. RESUMO ( 
= pad ea E E bre E ca E z-(b+c+a)(b+c-a)(a+b-c)(a-b+c) 
Mas, sendo a + b + c=2p. temos 
b+c-a=2p-2a 
a+b-c=2p-2c 
-b+c=2p-2b 
donde À 
sen?Ã = o (e): (2p-2a)(2p- 2b)(2p— 20)=5 = parp(p- e- b)(p-c) 
e então 
2 - 
senÃ = = Jo(p=a)(p-b)(p-c) 
Podemos agora voltar à expressão da área: 
S= “senÃ «2 ptp- a)(p-b)(p-c) 


e assim 


S=p(p-a)(p-b)(p-c) 
Examinemos agora outras expressões da área do triângulo. Valem as seguintes 
relações: i É 


“4 
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O os aa 


Exercícios Resolvidos 


14.1) Resolva o triângulo ABC, sendo a = 3, b=1 e À = 120º. 


14.2) 
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Solução 
Apliquemos a lei dos senos: 


pondo sen À = sen 120r= 18 
obtemos 
3 EE o pes JO] 


RA senB senê 
a 


1 


Resulta senB ==, donde B = 30º, daí também obtemos imediatamente 


é =180º-À- É =180º- 120º - 30º = 30º 


Então, de = Ee o tiramos 


senC senB 


Para calcular a área, podemos fazer S = sab sen 6 = É idssicds 3 
4 
Resposta: c=1 B=0=30º, S Rs 


Resolva o triângulo ABC, sendo dados a=/6+/2, b=2, B=15º e sabendo-se 


que sen 1500 8-2, ê 
4 
Solução 
Pela lei dos senos: = EA 
senÃ senB 
donde sen À = 2 Sen 8 inda) 88) 


a 


b 2 4º 2 


14.4) 


Podemos ter À = 30º ou À = 150º. Vamos então separar o problema em duas 
possibilidades: 


1º) À = 30º. Temos É = 180º - À - B = 135º. Pela lei dos senos: 


= b b sen É 
—=-—— , donde c= + 
senC senB senB 
214 aê 
eentão c=——| — 2 od5+2 
JE-Z 2"Vo- 
AD e 


A área vale S-Sab sen 6-1 (8.02) 2.02. 4501 


Resumindo: c=2/3+2, À=30º, =135º, S=3+1 


= 150º, Temos 6 = 180º - À — Ê = 15º. Assim, como B = , resultac=b 
2. Para a área escrevemos 


S= Íbe sen E RE e 
2 2 2 


2º) À 


Resumindo: c = 2, À = 150º, 6= 15º, S=1 


Resolva o triângulo ABC, sendo a = 32, b=44e É= 78º. Utilize; os valores 


aproximados: 
sen 78º = 0,98 e cos 78º = 0,21. 


Solução 


Pela lei dos cossenos: 
ct=al+b?-2abcos 6=322+44?-2.32.44.0,21= 2369 


donde c =/2369 = 


Pela lei dos senos: 
2 = O dondoconAmáseis é a SE: 08, 
senÃ senê fi 49 
e assim sen À = 0,64. Na tabela, obtemos (apreximadamente) À = 40º. Em 
seguida calculamos 8 = 180º-À-— É = 62º. 
Para a área temos: 


S=Sab sen É = 5:32:44.0,98=6€) 


Resposta: c = 49, À=40º, B-62º, S-690- 


Resolva um triângulo cujos ângulos internos medem 53º, 58º e 69º, sabendo-se 
que o seu perímetro é igual a 43. 
(Dados: sen 53º = 0,80, sen 58º = 0,85, sen 69º = 0,93) 
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14.5) 


14.6) 
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Solução 


Pela lei dos senos: 


ER = 
senÃ senB senC 


donde a = 2R sen À 


' b=2Rsen É 


c=2Rsen É 


entãoa+b+c=2R(senÃ+sen É +sen É) 
isto é: 43 = 2R (0,80 + 0,85 + 0,93) 


Daí obtemos R = = Assim, 


a=2R sen A=-2.D.080=13 


b=2R sen B-2-D.0,85=14 


2, 
3 
Para a área temos: 
S=Íbo sen À = 5:14-16.0,80=90 
Resposta: a = 13, b=14,c=16, S=90 


c=2Rsen6Ê=2.22.0,93=16 


Prove que em qualquer triângulo, tem-se b? - o? = a(bcos É —ccos 8). 


Solução 

Temos 

bi=a2+c?-2accos É 

C=a+b?-2abcos É .. 

donde b? - c?=c?-b?.2ac cos B + 2abcos É 
2b? — 20? = 2a(bcos É — ccos B) 

e assim: b? - c2 = a(bcos É — ccos 8) 


Prove que em qualquer triângulo tem-se 4S = (b? + c? — a?) - tg À. 


Solução 
& — DéCÊmas p2+c?-a? 
Sabemos que cosÃ=————., donde bc = — . Por outro lado, 
aasmos a 2bc 2çosÃ 
g=1be sen À 
2 

1 b+cê-a? à bt+ci-a? 
Assim S==.————— .senÃ=""""L.tg À 

2 2cosÃ 4 


eentão4S=(b2+c?-a?).tgÃ 


14.7) Prove que em todo triângulo vale a relação 


9 B-6 
2. abee. (lei de tangentes) 

' B+C b+c 

2 
Solução 

a b c 
Da lei dos senos—— = z 

senB senl 
b senê b-c senB-senê 


tiramos — = + . Daqui podemos escrever — = T = 
c senC b+c senB+senC 


ou transformando em produto: 


14.8) Na figura, determine a expressão de h em função de d, a e p. 


D 
h 
PA! LA E 
A dB 
Solução á 
No triângulo ABD podemos aplicar a lei dos senos: 
BD do 
seno. sen ADB 
onde ADB=f-a. Assim, BD = cd sena 
sen(p-a) 
Por outro lado, temos 
h=BDsen p 


e então . 
H - d'sena senB 


sen(p— «) 
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14.9) Na figura, determine a expressão de h em função de d, «e p. 


14.11) Para medir a distância x entre dois postes CD e EF, foram medidos os ângulos 
2) a, B e y como indica a figura, a partir dos pontos A e B separados um do outro 
pela distância d = 10 m. Os valores obtidos foram 0a =40º, p=50ºey =30º. 
Calcule a distância x entre os postes. 
B h X: D 
d 
Pag E 
A c 
Solução 
No triângulo ABD podemos aplicar a lei dos senos;, 
AD d 
sen ABD sen ADB 
onde ABD=L «pe AÚB=0.-| Solução 
2 t Apliquemos a lei dos senos ao triângulo ABD: 
dsen[Z +8) BD. d 
Assim, AD = ai 2 5 at sena. sen ADB 
a-B) - = a 
onde ADB=f-a. Assim, 
Por outro lado, temos h = AD-sen a e então Ê disena 
d sena.cosp Es 
h=D"——— sen(p-a.) 
sen(o-—p) 
Por outro lado, temos BC = BD cos, isto é: 
14.10) Na figura, determine a expressão de h em função Db BC= d senacosp 
ded, a pey. sen(f-a) 
A! 10-sen40ºcos50º 10.0,64.0,64 
ou seja, BC = = - , 
Solução o ) sen10º 0,17 
Apliquemos a lei dos senos ao triângulo ABD: h e então BC = 24,1m ) 
AD d a 8 Apliquemos agora a lei dos senos ao triângulo ABF: 
sen ABD sen ADB :: Eds ER q o 
Temos ni E c seny sen AÉB 
ABD = 1 ABE, onde ABE'= B-y logo onde AÊÉB =PB-y. Assim, 
ABD =r-(8-) Ba St e 
eainda ADB-f-a sen(B-7) : 
Por outro lado, temos BE = BF cos, isto é: 
d senjr-(p— d sen(p- ! É 
Assim, AD = 4Sen[n-(9-1)] . d sen(p-+) ; 
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sen(p-a) sen(p-a) 


d senycosp 


BE = 
sen(p- 
Por outro lado, h = AD:sen « e então n(B =) : ) 
p= dsena-sen(p —y) ou seja, BE - 10:sen30º.cos50º 10.0,50.0,64 


sen(p-a) 


sen20º 0,34 
eentão BE = 94m 
A distância entre os postes é 
x=BC-BE=241-94=147 
x :14,7m 
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14.12) Prove que em qualquer triângulo ABC tem-se 


ÃO (p-b)(p=c) Wc arb+e 
ic “plp-a) (once p= 2 ) 


Solução 
Rai Blgci=al a Â : et 
Sabemos que cos À =>". e ainda que, sendo tg— =t, cosÃ = 
ii 2bo dá ag 1rÉ 

 A-É piroca 

Assim, — = ——— 
1+t 2bo 
at -(b-c) 3 


Daí obtemos É =-—5— 
(b+o)' -a? 
(a+b-c)(a-b+c) 
(b+c+a)(b+c-a) 
Comob+c+a=2p, vem 

a+b-c=2p-2c 

a-b+c=2p-2b 

b+c-a=2p-2a 

(2p-20)(20-26) (p-b)(P-e) 


Então É = 


e então t = = 
2p(2p-2a) p(p-a) 
finalmente 
te [(P-D)(p-o) 
p(p-a) 
14.13) Resolva o triângulo ABC, acutângulo, no qual 
an2,be disto 5.358, e 
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Solução 


Sendo S = lab senê , temos 


25  3+3 NB(N8+1) 8 


sent=Í = = = 

ab 2(N3+1) 2(W3+41) 2 
Como o triângulo é acutângulo, É = 60º e cosê = > 
Então, pela lei dos cossenos, q 


2 


c=a2+b?-2abcos É =2º - (V3+1) 22.(13+1). 


donde c=/6. 


Da lei dos senos obtemos: 


' 3 
a. isto é conAcasenê 2rz 2 
senÃ senê' y c db 2 


e então À = 45º 
Daí vem É = 180º- À- É = 180º - 45º - 60º = 75º 
Resposta: c=./6, À=45º,8=75º, 6=60º 


Exercícios Propostos 


14.14) Determine a natureza de cada triângulo (acutângulo, retângulo, obtusângulo) nos 
seguintes cascs: 


a) a= 18, b=20, c=30 
b) a=10, b=34, c=38 
c) a=8, b=15, c=17 
d) a=8, b=12, c=14 
e) a=7, b=10, c=13 


14.15) Determine a natureza do triângulo facutângulo, retângulo, obtusângulo) cujos 
lados medem 2mn, m?=n? e mí + nº. 


14.16) Resolva o triângulo ABC em cada um dos casos seguintes: 
a) a=2, b=V8, c=3+1 


b) a=1, b=3+1, A =18º[ und cen 16t= JE 
co) a=2, b=/3-1, 6=30º 
d) a=b=1, gadê 
4 
e) a=2, 8=105º, ga SE ” 
[Dados sen 105º= sea cos105º= 2) 
14.17) Calcule a área do triângulo ABC no qual se tem a = 25cm, b = 26cm e 
c=19cm. 
14.18) Resolva um triângulo retângulo, conhecendo 'um ângulo agudo B=75eal 


diferença b- c= «/3 -1 dos lados do ângulo reto. 
J8+n2 8 - 2) 
4 4 


(pados sen 75º= , sen 15º= 


14.19) Calcule as medidas dos lados de: um triângulo sabendo que elas são números, 


inteiros consecutivos e que o ângulo maior é igual ao dobro do ângulo menor. 
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l 


( 


( 


( 


14.20) Resolva um triângulo retângulo, conhecendo o semiperímetro p=3+42 eo 
raio R= 2 da circunferência circunscrita. 


J6+n2 N6-n2 
4 4 


(patos sen 75º= + COS 75º 


f 


14.21) Resolva um triângulo retângulo, conhecendo o perímetro 1242 e a altura 


1242 
5 
relativa à hipotenusa. 


14.22) Prove que em qualquer triângulo tem-se: 
b-acosê  senê 

c-acosB senB 

b) a=bcosê +c cosB 


c) (a+b)(1-cos6) = e(cosÃ +cosB) 


a) 


d) a(cosB - senô) +b(cosÃ +senÃ)=c 
e) 28 (cota À+cotg B)=c? 


f) acosÃ - bcosB =cosÊ(bcos À -acosÊ) 


14.23) A e B são dois pontos situados à margem direita de um rio, distantes 600 metros 
um do outro. C é outro pónto situado à margem esquerda. Os ângulos CÂB e 


CBA medem, respectivamente, 48º e 75º. Determine a largura do rio. (Dados: 
sen 48º = 0,74, sen 75º = 0,97, sen 57º = 0,84). 


14.24)Um homem deseja determinar a largura de um rio. Então, de um ponto da 
margem mede o ângulo de elevação do topo de um poste situado na margem 
oposta, obtendo 11º. Afastando-se 15m, ele obtém o novo ângulo de 9º. Calcule 
a largura do rio. (Dados: tg 9º = 0,16 e tg 11º = 0,19). 


14.25) Na figura, calcule o comprimento de AB. São dados: 
sen 30º = 0,50 
sen 6º = 0,10 
ecos 36º = 0,81 
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14.26) Um observador está no ponto A sobre o topo de uma montanha e sua vista se 
estende até um ponto C no horizonte. O raio visual faz um ângulo a com a 
E Sendo R o raio da Terra, calcule a altura da montanha em função de a e 


14.27) Um observador situado sobre um barco, com o olho a uma altura de 1,4m acima 
do nível da água, vê um avião e a imagem desse avião na água sob os ângulos 
de 30º e 30,5º, respectivamente, em relação à horizontal. Calcule a que altura se 
encontra o avião. 

(Dados: tg 30º = 0,58, tg 30,5º = 0,59). 


Exercícios Sumplementares 


V.1) Determine a natureza (acutângulo, retângulo, obtusângulo) do triângulo cujos 
lados medem a =5, b=17, c=18. 


V.2) Resolva o triângulo ABC, sendo a = 74cm, À =132ºe B = 18º. 
(Dados: sen 18º = 0,31, sen 132º = 0,74, sen 30º = 0,50) 


V.3) Resolva o triângulo ABC, sendo À = 45º, b=/3 + 1ec= Vô 
V.4) Resolva o triângulo ABC, sendo a = 2/3, b=/6-42, c=242. 


V.5) Calcule a área do triângulo ABC, sendo a = 98cm, b = 50cm e c = 74cm. 
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V.6) Resolva o triângulo ABC, sendo a = 23, b= 8-2, À=60º. 
ea e sen Eua) 


(patos: sen 15º= Tori = 


V.7) Resolva o triângulo ABC, sabendo que À = 60º, É = 75º e que o semiperímetro é 


p=3.4VB+ (Dados: sen 1-2) 


V.8) Resolva o triângulo ABC, sendoa=b=1e S= a 
V.9) Sendo h a altura do triangulo ABC relativa ao lado BC, prove que 
a 
“cotgB+cotgo | 


V.10) Prove que num triângulo ABC tem-se: 
tgB at+b?-c? 
tgô at-pl+o 


V.11) De uma janela, com os olhos a uma altura h acima do chão, um observador vê o 
topo e o pé de um poste telegráfico segundo os ângulos o, e 3 como a figura 
indica. Determine, em função de h, a e f, a altura H do poste e a sua distância d 
até o observador. 


V.12) No triângulo ABC da figura tem-se a = b. Além disso, DE//AB e EF 1 AB 
Calcule c sendo dados d, c e . 


234 


Capítulo 15 - Funções trigonométricas 


Capítulo 16 - Cálculo de período e construção de gráficos 
Capítulo 17 - Funções trigonométricas inversas 


“a 


Capítulo 
Funções 


trigonométricas 


15.1. INTRODUÇÃO 


Neste capítulo, serão retomadas as seis razões trigonométricas — seno, cosseno, 
tangente, cotangente, secante e cossecante — para que sejam estudadas do ponto de 
vista da teoria de funções. Para um bom entendimento, devemos ter um conhecimento 
razoável das definições e propriedades que caracterizam essa teoria; vamos, então, 
incluir, paralelamente ao texto específico das funções trigonométricas, os conceitos 
fundamentais que regem as funções reais de variável real. 


15.2. O CONCEITO DE FUNÇÃO 


Exemplo 
A figura mostra uma função f, de A em B, onde temos: 


jouÁr=d 0; Es 
Domínio: A=/o 64! 3) 


Contradomínio: B = [o 0,5; 2, et, em 2) 
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Conjunto-imagem: 19=/o 0,5; se 1 


15.3. FUNÇÃO REAL DE VARIÁVEL REAL 


Exemplo 


A função definida por f(x) = Jx-5 tem para domínio A todo x real para o qual x 
-52>0, istoé, x>5. Então 


A=[S;to[cR 
O contradomínio é B=R 


15.4. GRÁFICO DE UMA FUNÇÃO REAL DE VARIÁVEL REAL 


"Observe que, conhecido o gráfico G de uma função f, o seu domínio pode ser 
obtido projetando-se G sobre Ox, na direção Oy; o conjunto-imagem de f pode ser 
obtido projetando-se G sobre Oy, na direção Ox. Assim: 
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Exemplo 
“ Seja a função definida por f(x) =x2— 1. 
Trata-se de uma função quadrática; seu domínio é R e seu conjunto-imagem 
será obtido a partir do gráfico, que é uma parábola: ( 


Projetando o gráfico em Oy, obtemos 
K0=(ye Rlyz-1) 
15.5. A CORRESPONDÊNCIA ENTRE UM NÚMERO REAL E UM PONTO DA | 
CIRCUNFERÊNCIA TRIGONOMÉTRICA 
Consideremos a circunferência trigonométrica da figura 15.1. Já sabemos que, 
dado um número real x, existe sempre um arco orientado AP cuja medida algébrica é x 


radianos. 


4 
Fig. 15.1 ( 
Portanto, é claro que, dado x, fica determinado um único ponto P da, 

E 

circunferência trigonométrica, extremidade do arco AP. 


Temos, então, definida a seguinte correspondência: 


Exemplos 


1º) Ao número real x = O está associado o ponto A. 


am 
EC - 


2º) Ao número real x = 1 está associado o ponto P, extremidade do arco RP, 
onde AP =1rad = 57º. 


( 3º) Ao numero real x = —r está associado o ponto A', extremidade do arco AR, 
| onde AA! = —x rad = —180º. 


; 5 
4º) Ao número real x Sr está associado o ponto Q, extremidade do arco AQ, 


onde RÁ = > rad =25rad = 143º 
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5º) Ao número real x = —8 está associado o ponto M, extremidade do arco AM, 
—s 
onde AM = -8 rad = 458º. (Observe que, agora, fazemos um percurso de 
mais de uma volta para determinar M). 


15.6. FUNÇÃO SENO 


Na circunferência trigonométnca da figura 15.2, seja P o ponto associado a um 


número real x; P4 é a projeção ortogonal de P em Oy. Sabemos que a ordenada or; 
do ponto P é o seno do arco de medida algébrica x, cuja extremidade é P. 


P: associado 
ao número real 
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' 
| 
| 


Deve ser observado que, ao número real x, associamos o ponto P, extremidade 
—s a 


de um arco AP por sua vez, ao arco AP está associado um único número real or; que 
— : 


é o seno de AP; assim, fica definida uma função f de R em R para a qual 


que é denominada função seno. 
O domínio da função é R. 
Para todo x real —1 < senx< 1. Temos que 


15.8. GRÁFICO DA FUNÇÃO SENO 


Se, inicialmente, observarmos que para todo x real sen x = sen(x + 27) = = 
sen(x+ 47) =...=sen(x + 2kr), k e Z, veremos que a função seno é periódica e seu 
período é p = 27. 

Podemos provar esse fato fazendo 

sen(x + 2kr) = sen x-cos(2kn) + sen(2kx):cos x 
e-como, para k e Z, temos cos (2kn) = 1 e sen (2kx) = 0, vem: 


sen (x + 2kr) = sen x:(1) + (O):cosx = sen x 


Comparando agora com a definição de função periódica (15.7), temos T'=2krjo 
menor valor de T, positivo, é obtido fazendo k = 1; temos, assim, 6 período 27 da função 
seno. 

Sendo assim, para a construção do gráfico de f(x) = sen x, vamos considerar 
alguns valores particulares para x no intervalo [0; 2x] já previamente sabendo que a 
“figura” obtida nesse trecho será repetida à esquerda de O e à direita de 27. 
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Temos, portanto: 


: a 
Devemos observar que a função seno é crescente no intervalo [o 3] e 


À 3n 
decrescente no intervalo [5 Ed voltando a ser crescente no intervalo [SE 2 i 


Também é preciso notar que o gráfico do seno está inteiramente situado na faixa 
do plano limitada pelas retas horizontais que passam pelos pontos (0; 1) e (0; —1), 
obedecendo, assim, ao fato já conhecido de que, para todo x real, 


-1< f(y)=senx<s1 ( 
Portanto, o seno é uma função limitada (veja o item 15.9) F 


15.9. DEFINIÇÃO DE FUNÇÃO LIMITADA 


[=-Mst)<M vxeA] VxeA 


15.10. FUNÇÃO COSSENO 


Na circunferência trigonométrica da figura 15.3, seja P o ponto associado a um 


número real x; Pp é a projeção ortogonal de P em Ox. Sabemos que a abscissa OP> do 


ponto P é o cosseno do arco de medida algébrica x, cuja extremidade é o ponto P. 
Escrevemos, então, que 


P: associado 
ao número real x 


Fig. 15.3 


Fica assim estabelecido que ao número real x associamos um único número 
real OPz>, que é o cosseno de x; está, então, definida uma função f de R em R, 
denominada função cosseno, para a qual 


O domínio da função cosseno é R. 
Para todo x real —1 <cos x< 1. Temos que 


15.11. GRÁFICO DA FUNÇÃO COSSENO 
Observando, inicialmente, que para todo x real 
cosx=cos(x+2m)=cos (x +4n)=.. 
=cos (x + 2kr), k e Z, 
veremos que a função cosseno é periódica e seu período é p = 27. De fato, fazendo 
cos (x + 2kx) = cos x-cos (2kx) — sen x:sen (2kz) 
e como cos (2kr) = 1 e sen (2kr) = 0, vem 
cos (x + 2kn) = cos x(1) — sen x(0) = cos x 


[A 
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O menor valor positivo de T = 2kx (ver 15.7) é obtido fazendo k = 1; temos assim, 
o período 27 da função cosseno. , . 

A exemplo do que fizemos para a função seno, vamos construir o gráfico de f(x) 
cos x no intervalo [0; 27] e “completá-lo” em seguida. 

Temos, assim: 


3x Sr Sr 
E E a ME Ei 4 2 
v2 VE |. 2 10 
TONE ARO lies das 
7 


2a 


Já | 5 
R 


um ciclo de variação do 
cosseno 


Observe que a função cosseno é decrescente no intervalo [0; ] e crescente no 
intervalo [x; 27]. Note, também, que o cosseno é uma função limitada, pois —1s 
cos x < 1 para todo x real. 


15.12. FUNÇÃO TANGENTE 


Na-circunferência trigonométrica da figura 15.4, seja P o ponto associado a um 
numero real x; T é o ponto de interseçao da reta OP com o eixo Az. Sabemos que a 


ordenada AT, do ponto T, é a tangente do arco de medida algébrica x, enquanto que 
OP, e OP, são, respectivamente, o seno e o cosseno desse mesmo arco. 
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il â ráfico de f(x) = tg x no intervalo |-Z: Ze em 
Construiremos, então, 0 9 2 2 


seguida, o ampliaremos para O domínio A. 


Fig. 15.4 


Lembrando que, se o ponto P ccincidir com B ou com B/, isto é, se x = +kr, Fig. 15.5 
não existe a tangente; excluindo esses pontos, temos, associado ao número real x, um 
Único número real tg x, que sabemos ser igual ao quociente entre sen x e cos x. 

Fica, então, definida uma função 


f de R-(5 +km, k ezjem R, para a qual 


O leitor deve perceber (acompanhe na figura 15.5) que, quando x percorre O | 


a esce indefinidamente, percorrendo todo o conjunto- 


intervalo H a a tangente cr 


imagem R, de — oo à +09. 


Assim, temos: 


| onde estão excluídos os reais x para os quais cos x = 0. 
À Vimos, também, no capítulo 5, que a tangente pode assumir qualquer valor real; 
assim, 


15.13. GRÁFICO DA FUNÇÃO TANGENTE 
Observando, inicialmente, que para todo x do domínio A da função 
tgx=tg(x+m) = tg(x+27) = tg(x+3m=...= tolx + km), keZ 


veremos que a função tangente é periódica e seu período é p=. Vamos verificar isto, 
fazendo 


Um ciclo de 
variação da tangente 


tgx+talkm) — tyx+0 =tgx 
. —tgx-ta(km) 1-tgx-0 
Pela definição dada em 15.7, temos T = kr, de onde tiramos, para k = 1, o 


período m da função tangente. A é 
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ta(x+km) = 7 


1 ] 
] 1 
I 1 
f 1 
] I 
] 1 
] I 
! ] 
I ] 
] | 
! 1 
! = ] 
! ] 
! 1 
! 1 
! | 
| ] 
) 1 
) I 
1 ] 
! ] 
| ] 
| ] 
h ) 


A função tangente não é limitada. 


15.14. FUNÇÃO COTANGENTE 

Na circunferência trigonométrica da figura 15.6, seja P o ponto associado a um 
número real x, S é o ponto de interseção da reta OP com o eixo Bs. Sabemos que a 
abscissa BS do ponto S é a cotangente do arco de medida algébrica x, enquanto que 
OP, e OP» são, respectivamente, o seno e o cosseno desse mesmo arco. 


Fig. 15.6 


Lembremos que, se o ponto P coincidir com A ou com A, isto é, se x = kr, não 
existe a cotangente; excluindo esses pontos, temos, associado ao número real x, um 
único número real cotg x, que sabemos ser igual sao quociente entre 
cosx e senx. 3 


Fica, então, definida uma função f de R — (kr, k e Z) em R para a qual 


Deve ser notado que o dominio da função cotangente é 
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onde estão excluídos os reais x para os quais sen x = O. , 
Vimos, também, no capítulo 5, que a cotangente pode assumir qualquer valor 


real; assim, 


15.15. GRÁFICO DA FUNÇÃO COTANGENTE 
Para todo x do domínio A da função, 
cotg x = cotg(x + 1) = cotg(x + 2m) = cotg(x + 3m) =... = cotg(x + kr), k e Z. 


A função cotangente é periódica e seu período é p =. , 
Vamos, portanto, construir o gráfico de f(x) = cotg x no intervalo Jo; nl e, em 
seguida, ampliá-lo para o domínio A. 


Fig. 15.7 


O leitor deve perceber (acompanhe na figura 15.7) que, quando x percorre o 
intervalo JO; r[, a cotangente decresce, percorrendo todo o conjunto-imagem IR, de +o a 


00, 
Assim, temos o gráfico y 


A Um ciélo de 
variação da cotangente 
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y4 


37 


É preciso perceber que, quando x assume valores próximos de S ou de E 


cos x se aproxima de zero; portanto, o valor absoluto da fração = sec x tende ao |, 


cos x 


infinito. 
Temos, então, o gráfico: 


1 
1 
1 
1 
) 
r 
1 
| 
H 
| 
] 
I 
| 
] 
I 
! 
] 
1 


A função cotangente não é limitada. 


E | 


15.16. FUNÇÃO SECANTE 


pa A cm ti 


[3] 
a 
o 
a 


Já vimos que, a todo número real x está associado um único número real cos x. 


Secos x0,istoé se xzT+kr existe, e é único, o seu inverso 


1 
2 A do 


Definimos, então, função secante como sendo uma função f de R- (5 +kr, ke 


2) em RR, dada por 


um ciclo da variação da 
secante 


Como para todo x e A, temos secx<—1 ousecx > 1, 


EE < tou > 1 


15.17. GRÁFICO DA FUNÇÃO SECANTE 


paes asi ias 
ras sara Reason 


DEL dono 
E) 
o 
3 


3x Sm, 
É claro que, sex e A q a: L dont d- 
secx=sec(x+2n)=sec(x+4n)=...=sec(x+2kr) ! ! Á ! 
e, por isso, a função secante é periódica e seu período é p = 27. i 1 
Vamos construir, primeiramente, o gráfico de f(x) = sec x no intervalo [0; 27] H À I ! 
1 1 | 
1 1 1 1] 


2 


(exciuindo naturalmente, x -5 ex= 2) e depois completá-lo. 
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15.18. FUNÇÃO COSSECANTE 


Já vimos que, a todo número real x, está associado um único número real sen x. 
Se sen x * 0, isto é se x 4 kr, existe e é único o seu inverso 


à] H ” = = 
EE = cossec x. Definimos, então, função cossecante como sendo uma função f 


deR- (kr, ke Z) em R dada por 


Como para todo x e A temos cossec x <—1 ou cossec x > 1 


15.19, GRÁFICO DA FUNÇÃO COSSECANTE 
Como para todo x e A 


cossec x = cossec (x + 27) =... = cossec (x + 2km), 
a função cossecante é periódica e seu período é p = 2m. 

A exemplo do que fizemos anteriormente, vamos construir o gráfico de 
f(x) = cossecx no intervalo ]0; 27[ (excluindo, naturalmente, x = 1) e depois completá-lo. 


almlolalaálarls|alg 


É preciso perceber que, quando x assume valores próximos de 0, x ou 2r, sen x 


x 


Mja 


y 


LS) 


se aproxima de zero; portanto, o valor absoluto da fração = =cossec x tende ao 
infinito 


um ciclo da variação da 
cossecante 
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4-———————. 


NJ 
a-f== 


-0>->>>> Loo -Lln- nn. 
=0>>>-—>—p==L=>4=-===————. 


===—=————p 


15.21. PARIDADE DAS FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS 
Vimos, no item 9.2, as seguintes fórmulas de iudança de sinal: 


sen (=x) = —sen x 
cos(=x) = cos x 

tg (=x) =-=tg x 

cotg (-x) = —cotg x 
sec(-x) = sec x 

cossec (—-x) = —cossec x 


Sendo x um número real dos domínios das funções trigonométricas, vemos que 
as funções f(x) = cos x e f(x) = sec x são tais que f(-x) = f(x); todas as demais são tais 
que f(-x) = f(x). Temos, assim, que as funções cosseno e secante são PARES, 
enquanto que as funções seno, tangente, cotangente e cossecante são IMPARES. 
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15.22 RESUMO 


Exercícios Resolvidos 
15.1) Determine o conjunto-imagem da função f(x) =2sen x. 


Solução , 


Temos que, para todo x real, -1 < senx 1; multiplicando essa desigualdade por 
2, vem: à 
-2<2senx<2 


e daí -2< f(x) <2 
Assim, Kf)=(y e R|-2<y<2) 


15.2) Determine o domínio da função 
- Ed 
f(x) = to(x + 3) 


Solução 
Sabemos que existe tg « se e somente se 


as +km (KeZ) 
Fazemos, então, 
a=x+5 Zrka 


32 
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15.3) 


15.4) 


15.5) 
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etiramos x * g + ka 


Logo 
D(h= [reRix+ gera (ke2) 


Determine o conjunto-imagem da função f(x) = -2 + 3sec x 


Solução 
Temos que, para todo x do domínio da função secante, 
secx<s-1 ou secx> 1; 
multiplicando as desigualdades por 3, vem 
3secxs-3 ou 3secx>3; 


subtraindo agora 2, temos 
-2+3secx<-5 ou -2+3secx> 1 
e daí 
f(x) s-5 ou f(x) 21 


Assim, If) =(y e Rly<-5 ou y2>1) 


= 55enx-cosx 


Calcule o valor máximo assumido pela função f(x) 


Solução 
Sabemos que 2sen x:cos x = sen 2x, donde sen xcos x = é sen 2x 
Escrevemos então, 


1 g 
f)= patmex E (Vo) 2x 


Como a base «/5 é um número maior que 1, f(x) terá valor máximo quando o 


expoente assumir seu maior valor possível; como o máximo valor de sen 2x é 
1, temos 


Inéx = (45) = 


Determine o domínio da função 
f(x) = mas Less 
ui 
cota(* + a) 
Solução E 


Para obtermos o domínio dessa função, devemos impor duas condições: que a 
cotangente exista e que seja diferente de zero. 


12) existência de cotg (x +5) 
Sabemos que existe cotg o, se, e somente se a x kr; fazemos então, 


. 


15.6) 


15.7) 


us a T 
a=x+7 kz e tiramos x *-gtka 


2º) cotg (x +3) z0 


Sabemos que cotg « < O para a E +kr; fazemos, então 


us us ” T 
a=x+>25>+kr e tiramos xz— +kz 
4" 2 4 


Portanto, 
us Tr 
D()=[xeRIx+Z+ka e xe-qika, (kez)) 


Observe que, se marcarmos na circunferência trigonométrica os pontos 
correspondentes às extremidades dos arcos drka e -Stka, obtemos quatro 
pontos igualmente distribuídos, isto é, que dividem a circunferência em quatro 
partes iguais. Portanto, podemos escrever que 


D()=[reRIx+ 7 +, (662) 


E tknoP; [id 
-Stkao Qa' 


Mostre que a função definida por f(x) = x-sen x é par. 


Solução 


Vamos calcular f(-x) 

f(=x) = (=x)-sen (=x) =(=x)-(-sen x) ou seja 
f(=x) = x-sen x = f(x) 

Como f(-x) = f(x), a função é par. 


Exercícios Propostos 


Determine o conjunto-imagem de cada uma das seguintes funções: 
a) f(x) = sen 3x > : 
b) f(x) = 3sen x 
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o) f(x)=3+senx 
q) f(x) =-2 — cos x 


e) fo)=1+ dcos[x+5) 


f) f(x) = |cos x| 


15.8) - Determine o conjunto-imagem de cada uma das seguintes funções: - 


a) f(x) = sec 2x 

b) f(x) = —-2sec x 

c) f(x) =—2 + sec 2x 

d) f(x) = 2 + 4cossec x 
e) f(x) = |cossec x| 

9) f(x) = |-1 + cossec x] 


15.9) Determine o domínio de cada uma das seguintes funções: 
a) Hx) =tg 2x 


b) fo) = cotg[x-£) 


c) f(x) = seo(3x -3) 


15.10) Determine o domínio de cada uma das seguintes funções: 
1 
a) f(x)= Ex 
san SN 
senx+cos x 


1 


co) f(x)= 
cotg x-5) 


1 
ay tua sen 3x+senx 


b) f(x)= 


15.11) Determine os valores mínimo e máximo que assume a função 
f(x) = —1 + 3sen x 


15.12) Determine os valores mínimo e máximo que assume a função 
f(x) = |-1 + 3sen x| 


15.13) Determine o valor mínimo assumido pela função 
f(x) = ARM x'cosx 


15.14) Determine o valor máximo assumido pela função 
f(x) = (0, 1)S* 


15.15) Determine o conjunto-imagem da função f(x) = sen x— cos x 


ú 
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15.16) Determine a paridade de cada uma das seguintes funções 
a) f(x) = xÍcos x 
b) f(x) = xtg x 
— tg 3x+sen x 
sine cossec 2x 


x2.cotg 2x—sen x 


o) E sec 3x 
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eg 


Capítulo 


Cálculos de períodos 


is “e construção de gráficos 


16.1: INTRODUÇÃO há 


No capítulo 15, tomamos conhecimento dos períodos e dos gráficos das funções 
f(x) = sen x, f(x) = cos x, f(x) = tg x etc. No entanto, é muito comum surgirem, em 
problemas (como, por exemplo, no estudo da Ondulatória, em Física), funções 
trigonométricas que ou sofreram transformações em relação às originais ou são a soma 
ou o produto daquelas; por exemplo, as funções definidas por f(x) = sen 2x, f(x) = cos*x, 
f(x) = a-sen (ot + q), f(x) = sen x + cos x. 

Vamos, no presente capítulo, estudar algumas regras para o cálculo dos períodos 
e para a construção dos gráficos de algumas dessas funções. 


16.2.CÁLCULO DO PERÍODO DE FUNÇÕES DA FORMA 
y=m + mf(ax+b) 


Sejam m, n, a e b constantes reais, com a : n * O. Nessas condições, 
enunciamos o seguinte teorema: 


Por exemplo, f(x) = cos x é uma função periódica, de período p = 2x; então, a 


função definida por g(x) = 5 + 3cos (ax -5) é periódica e seu período é 


Deve-se notar, com muita atenção, que dos coeficientes m =5,n=3,a = 2e b= 


+ o único a influir no período é a = 2, isto é, o coeficiente de x. 
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Exercícios Resolvidos 


16.1) Calcule o período da função f(x) = sen 3 3 
Solução 
Como a função sen x tem período p = 2x, então 
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“a 


16.2) Calcule o período de função E ( 
2x q 

to)=310(58-5] , é 

Solução : 


Como a função tg X tem periodo p = , então ] ( 
3 


RI 
(rg “H = 2 RÉ ( 
3 
16.3) Calcule o período da função f(x) = 4 — 3sec (-nx) ' 


Solução y t 
“Como a função sec x. tem período p = 27, então ( 


16.4) Calcule o período da função f(x) = senix. 


Solução 


Devemos, inicialmente, escrever a função na forma y = m + nf(ax + b). Paraisso, | 
vamos lembrar a fórmula de arco dobro 


cos 2x = 1 — 2senx 


de onde tiramos sen?x = tretsêx ' 
isto é, que | 
1/41 ) 
f(x)=5 — 5008 2x 
Como a função cos x tem período p = 27, então ) 
A a 
al 12 


16.3. CÁLCULO DO PERÍODO DE SOMAS E PRODUTOS DE DUAS FUNÇÕES 
PERIÓDICAS 


Sejam f e g duas funções periódicas, definidas por y = f(x) e y = g(x), cujos | 
períodos são, respectivamente, py e pz com p4 * pz. Enunciamos, então,o seguinte 
teorema: ( 
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Por exemplo, f(x)=sená e 9(x)=t95 são funções periódicas, cujos 


2 
períodos são p, = a =4m e p = =31. 
2 3 
Estabelecendo a razão entre p; e pz, obtemos 
n 4% Bi. é 
Pp 3 


Assim, o período das funções 
q(x)= sent +tgX e (x) =sen.igX 
2 3 Ea] 

P=3p,=4p,: logo P=127 
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Deve-se notar que esse teorema é aplicável, não só a funções da forma  f+g 
e f:g, mas, também, às funções f-g e sto 0)..." 


Exercícios Resolvidos 


16.5) Calcule o período da função 
(x) =tg 3x + cos 4x 


Solução 


Calculamos, inicialmente, os períodos pre paidas funções f(x) =tg3xe g(x)= 
cos 4x; assim: 


=a 21 E 
Pq = 3 e po= 4 "3 
Estabelecemos, agora a razão entre Pp: e pa, encontrando 
Pis2 


Pp 3 
Temos, então, que P=3p; =2pz: logo, P= 7 


16.6) Calcule o período da função 


a (x) =sec >'sen 3x 


Solução 


Calculamos, inicialmente, os períodos py € pz das funções f(x) = secs eg(x) = 
sen 3x; assim: 


Ps 
Pp 1 
Temos, então, que P=1:p;= 6pz; logo, P=47 


16.7) Calcule o período da função 2(x)= Cide 
Solução 
Sendo f(x) = cos 3x e g(x) = cotg 8x, vem 
Pq= a e pa = 


Pz 
Portanto, P=3p, = 16p2 =27 
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16.8) Calcule o período da função à (x) = tg?x ” 


Solução 
Sendo (x) =tg x-tg x, notamos que os períodos pr e pz são iguais (pi 
=pa=7n). Não podemos, portanto, aplicar o teorema visto, a menos que 


consigamos mudar a forma da função (x). 
No caso, se lembrarmos a fórmula de arco dobro 


tg 2x= alga 
1-tgíx 
e dai tirarmos 
2 = 4. 2t9x 
(ga tg2x 


poderemos aplicar o teorema; sendo f(x) = 2tg x e g(x) = tg 2x, temos 


p=Tepr=5 


Portanto, P=1:p,=2p2= 7 
16.9) Calcule o período da função «(x) = sec x — sen x 


Solução 


Também aqui não podemos utilizar o teorema (16.3), pois pq = pz = 27. Vamos, 
então, transformar a função; assim: 


1 1-senx-cos 
q(x)= =garingme Son tO em, 
cosx cosx 
Lembrando que 2sen x-cos x = sen 2x, temos 
1-5sen2x 
X=—E——— 
e( cosx 


Agora, H)=1-5 sen 2x e g(x) = cos x, onde 


EL E Pio 
p= me pas 8 = 


2 
Portanto, P=2p,=1:pz2=27 


| 


16.4. CONSTRUÇÃO DE GRÁFICOS 


De modo geral, a construção do gráfico de uma fiinção f, definida por 
y = f(x), pode ser feita com o auxílio de uma tabela na qual são atribuídos alguns valores 
particulares a x e determinados os correspondentes valores de y. Foi o que fizemos 
para a obtenção dos gráficos das funções trigonométricas no capítulo 15. No entanto, 
conhecidos aqueles gráficos, com algumas regras de transformações no gráfico de 
uma função, podemos, facilmente, construir os:gráficos de muitas outras funções. 
Vamos enunciar algumas dessas regras. 
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Seja G o gráfico da função definida por y = f(x) e seja k = O uma constante real. 


13) O gráfico G' da função y = f(x) + k pode ser obtido a partir de G, fazendo este sofrer | 
uma translação de k unidades, na direção Oy, “para cima", se k é positivo, ou “para 
baixo”, se k é negativo. | 


yYÁ 


22) O gráfico G' da função y = f(x + k) pode ser obtido a partir de G, fazendo este sofrer 
uma translação de k unidades, na direção Ox, “para a esquerda", se k é positivo, ou 
“para a direita”, se k é negativo. 


33) O gráfico G' da função y = f(x) pode ser obtido a partir de G, fazendo este sofrer ' 
uma reflexão em relação ao eixo Ox. 


42) O gráfico G' da função y = |f(x)| pode ser obtido a partir de G, fazendo a “parte” que! 


está abaixo do eixo Ox sofrer uma reflexão em relação a Ox. ( 
] 
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A Vamos, agora, resolver alguns exercícios onde construiremos gráficos de funções 
trigonométricas que sofreram transformações. Nem sempre necessária, mas de grande 
utilidade, é a determinação prévia do período e do conjunto-imagem. Para maior 
praticidade, propomos as seguintes etapas para a resolução dos problemas: 

e determinação do conjunto-imagem 

e cálculo do período 

* identificação da função trigonométrica base 

e identificação das transformações sofridas pela função base 
* construção do gráfico 


Exercícios Resolvidos 


16.10) Construa o gráfico da função g(x) = 2 + sen x. 
Solução 


Temos que I(g) =[1,3] e p=27 

A função base é f(x) = sen x. 

A função dada é da forma g(x) = f(x) +k, k=2; 

utilizaremos, portanto, a primeira regra, transladando o gráfico de sen x duas 
unidades “para cima”. 


16.11) Construa o gráfico da função g(x) = cos(* -3) 
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Solução 


Temos que I(g)=[-1;1] e p=2x 
A função base é f(x) = cos x. 


A função dada é da forma g(x)=f(x+k) k=-S: pela segunda regra, 


transladamos o gráfico de cos x “para a direita”, de uma distância igual a z 


16.12) Construa o gráfico da função g(x) = sen 2x. 


Solução 


Temos que I(g)=[-1,1] e p=. 

A função base é f(x) = sen x. 

A função dada é da forma g(x) = f(kx), k = 2; note que, nas regras dadas, não 
consta esse tipo de transformação. No entanto, a construção do gráfico não tem 
maiores dificuldades se observarmos que, em primeiro lugar, o conjunto-imagem 
é o mesmo de sen x, isto é, a amplitude é a mesma e, em segundo lugar,o 
período de g(x) é a metade do período de f(x); podemos, intuitivamente, entender 
que, num intervalo de comprimento x, sen 2x “faz” tudo o que sen x “faz” num 
intervalo de comprimento 2m. Portanto, devemos obrigar o gráfico de sen x a 
“encolher” do intervalo 
[0; 2n] para [0; n]. 

Assim: 


x 


2 


16.13) Construa o gráfico da função g(x) = cos 
Solução 
Temos que I(g) =[-1;1] e p=47 


A função base é f(x) = cos x 
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zõãõmãõmãímãszí<êímuzmõõí8õã8õã 


“A exemplo do que foi observado no exercício anterior, devemos construir uma 
cossenóide que, num intervalo como [0; 27], percorra o conjunto-imagem | 


O i | 
[3 3] ; assim: 


5: a exemplo do exercício anterior, 


| j A função dada é da forma g(x) = f(kx), k = 
| note que o conjunto-imagem não se altera e que o período de g(x) é o dobro do 


período de f(x). Entendemos, intuitivamente, que cos 5 “faz”, num intervalo de 


| 
| 
|. comprimento 4m, exatamente o mesmo que cos x “faz” num intervalo de 
| comprimento 27. Vamos, então, “esticar” o gráfico de cos x do intervalo [0; 27] 
| para [0; 47). Assim: 


16.16) Construa, para O < x < 27, 0 gráfico da função g(x) = —2 — sen x. | 


Solução 


16.14) Construa o gráfico da função g(x) = 3sen x. Temos que (9) =[-3;-1] e p=27 
A função base é f(x) = sen x 


Solução A “evolução” da função base até a função dada foi | 


Temos que I(9) = [-3;3] e p=27. 

A função base é f(x) = sen x. 

A função dada é da forma g(x) = k-f(x), k = 3; note, também, que esse tipo de 
transformação não consta das reg.as dadas. Observe que o período de g(x) é o 
mesmo de f(x) e que o conjunto-imagem “mudou” de [-1; 1] para  [-3; 3), isto é, 
que a amplitude se alterou. Devemos construir uma senóide que, em um intervalo 
como [0; 2x], percorra todo o conjunto-imagem [-3; 3]. Assim: 


sen—L, -senx—!; 2 senx | 


Sabemos que a transformação (1) (ver regra 3º) provoca uma reflexão no gráfico! 
de sen x em relação ao eixo Ox e que a transformação (Il) (ver regra 1º) faz o; 
gráfico de -sen x sofrer uma translação de duas unidades “para baixo”. Assim: 


Exercícios Propostos 


16.17) Calcule o período das seguintes funções: 
a) f(x) = sen 4x 


b) f(x)=2-c0s5 


o) f(x)= to( 3% -4) 


E 
“ 


16.15) Construa o gráfico da função g(x) = ácosx 


Solução 


Temos que (9)-[-5:3] e p=2r 


270 


a) f(x)=1+ cota) 
3x 
2 
f), f(x) = cossec(2nx) 
9 f)-1(5) 
h) f(x)=5+ 4sen(nx),n=0 


e) f(x)=-1+3 sec 


16.18) Calcule o período das seguintes funções: 
a) f(x) = cos?x 
b) f(x)=sen? 5 

o) f(x) = cos?2x 


E geno SK 
d) f(x)=sen 5) 


16.19) Sabe-se que a função definida por f(x) = Asen (kx) tem período Gr e conjunto 


imagem [-4; 4]. Determine essa função. 


16.20) Seja k um real positivo. Determine a condição para que a função f(x) = tg (kx) 


tenha período racional. 


16.21)0 conjunto-imagem da função f(x) = A + B-cos (Bx + A) é [-3; 7]. Determine o 


período dessa função. 


16,22) Calcule o período das seguintes funções: 


a) q(x)=senÃ + cossec 3x 


3 
b) o(x)=tg 2x - sec 
c) 2.(x) = cos 4x-tg 
gi ante send 
(9) cos 


16.23) Calcule o período das seguintes funções: 
a) f(x)=cosx + cossec x 
b) f(x) = sec 3x + sen 3x 


16.24) Calcule o período das seguintes funções: 
a) f(x) = sen 2x + cos 2x 
b) f(x) = senx ' 
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pe 


o) f(x)= cos? Z 


16.25) Construa o gráfico de cada uma das seguintes funções: 


a) g(x)=2+cosx 
b) g(x) =-1 + secx 


o) g(x)= sen(* +3) 
a) g(x) (1-5) 


16.26) Construa os gráficos das seguintes funções: 
x 
a) g(x)=sen s 

b) g(x) = cos 2x 
c) g(x) =-3cos x 


aÃ 
d) g(x)= 7 Sen x 
16.27) Construa o gráfico das funções e determine seus períodos: 


a) g(x) = |sen x 
b) g(x) =-jcos x| 


16.28) Construa o gráfico da função g(x) = 1 + 3sen 2x 


16.29) Construa o gráfico da função g(x) = sen x + cos x 


Con 
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Capítulo 


Funções trigonométricas 


inversas 


17.1. O CONCEITO DE FUNÇÃO INVERSA 


Uma função f, de A em B (fig. 17.1), define uma correspondência que a cada, 


xe A associa um único y e B. Se f é tal que a cada y e B existe em correspondência um, 
único x e A, isto é, se todo elemento de B é imagem de um só elemento de A, f se diz 
uma função bijetora. Pode-se, nessas condições, definir uma função de B em A, 
indicada por f para a qual, se (x; y) e f, então (y; x) e E (fig. 17.2). 


[A] +» [6] AE 


L L 
de Brasa 


Fig. 17.1 Fig. 17.2 é 


A função f, de B em A, é chamada inversa de f. 
Note-se que: 
1º) Só existe f! se f é bijetora. 
2º) Sef é bijetora, seu conjunto-imagem é o próprio contradomínio. 
3) D(9 =") e D(F)=1() 
4º) Seo ponto de coordenadas (x; y) pertence ao gráfico de f, o ponto de coordenadas 
(y; x) pertence ao gráfico de f! como (x; y) e (y; x) são pontos simétricos em 
relação à bissetriz dos quadrantes ímpares, conclui-se que: 


| 
Os gráficos da função f e de sua inversa f' são simétricos em relação à bissetriz dos 
quadrantes ímpares. 


17.2. INTRODUÇÃO ÀS FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS INVERSAS 


Sabemos que uma função f, de domínio A, é invertível somente se f é bijetora. 
Portanto, muitas das funções usuais, incluindo as seis funções trigonométricas, não 
admitem inversa no seu domínio de definição, pois, a um dado y, existe, em 
correspondência, mais de um x. A função seno, por exemplo: ao valor y = sen x = 1 


correspondem infinitos valores de x, como a pa E, 


É 5 +2km, Ke Z; isto quer dizer que não podemos definir a inversa de f(x) = sen x no 


etc, isto é, 


seu domínio R. 


No entanto, podem existir subconjuntos do domínio A nos quais f é bijetora e, 
nesses subconjuntos, é possível definir f”. Para maior clareza, tomemos um exemplo: 


A função f, de R em R,, definida por f(x) = x?, não é invertível (veja na figura 17.3 
que a um dado y corresponde mais de um x). 


y 


Fig 17.3 
Seja, agora, a função f, de R+ em Rs, definida por f(x) = xº. 


No subconjunto R+, a função definida por f(x) = x? é invertível, pois a cada y 
temos um e um só x. 


Assim, para a definição das inversas das funções trigonométricas, devem ser 
escolhidos subconjuntos dos domínios nos quais elas sejam bijetoras. Uma rápida 
consulta aos gráficos do capítulo 15 nos faz perceber que existem muitos intervalos em 
que as funções trigonométricas são bijetoras; então, para maior uniformidade, 
convenciona-se escolher, em cada caso, um intervalo em que o zero seja ponto médio 
ou extremo inferior e no qual a função percorra todo o seu conjunto-imagem. | 


Seguindo também um procedimento tradicional, definiremos apenas as inversas - 
das funções seno, cosseno, tangente e cotangente. É ' 
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17.3. A INVERSA DO SENO: FUNÇÃO ARCO-SENO 
Seja a função f, definida por: 


Definimos, então, a inversa de f, denominada função arco-seno, como sendo a 


função f, de [-1; 1] em [- Ts 


2 5) para a qual f'(x) = arc sen x (isto é, a imagem de x 


é o arco cujo seno vale x). A R 
Pela quarta cão feita em 17.1, podemos construir o gráfico da função 


arco-seno. 


47.4. A INVERSA DO COSSENO: FUNÇÃO ARCO-COSSENO 
Seja a função f, definida por 
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Definimos então a inversa de f, denominada função arco-cosseno, como sendo 
a função f”, de [-+1; 1] em [0; x), paraa qual f! = (x) = arc cos x (isto é, a imagem de x é 
o arco cujo cosseno vale x). ; 
Temos, também, o seguinte gráfico: 


Exercícios Resolvidos 


17.1) Determine o domínio da função definida por f(x) = arc sen (2x— 1). 


Solução 
Sabemos que, se a = arc sen (2x — 1), então sen a = 2x— 1; portanto, devemos ter 
-1<2x-1<1 
donde O<xx<1 
logo i 
D(f = [0; 1) 


17.2) Determine o conjunto-imagem da função f(x) = 2:arc cos »4 ” & 
“ 
Solução 
Sabemos que o conjunto-imagem da função arc cos x é [0; x), isto é 
0O<arccosx<a 
multiplicando essa desigualdade por 2, vem: 
O< 2arccosx=< 27x 


« 


17.3) 


17.4) 


17.5) 


ouO< f(x) < 2x 
logo, I(f) = [0; 27] 


Determine o domínio da função f(x) = arc cos (é -1). 


Solução 


Sabemos que, se a. = arc cos (x — 1), então cos a =X — 1; portanto, devemos ter 
-15%$-1<1 

ou 0sxX<2 : 

Como a condição x2>0 é satisfeita para todo x real, basta resolvermos a - 

inequação xº<2, istoé, x? 2 <0; encontramos, então 


-V2<x<v2 
logo, D(f)= [-n2; 2] 


Determine o conjunto-imagem da função f(x) = x + 2arc sen x. 


Solução 


Sabemos que o conjunto-imagem da função arc sen x é [-& 3] , isto é, 


us us 
-5 Sarc senxs— 
2 2 


multiplicando essa desigualdade por 2, vem 
-n<2arcsenx<a 
somando 7, temos 
Osm+2arcsenx<2r 
ou O sf(x) <27 
logo Kf) = [0; 2n] 


Construa o gráfico da função g(x) = |arc sen x]. 


Solução 


Sabemos, pela quarta regra enunciada em 16.4 que, para obtermos o gráfico de ( 
g(x) = If(x)], basta fazer a “parte que está abaixo” do eixo Ox, do gráfico de f(x), 

sofrer uma reflexão em relação a esse eixo. t 
Como f(x) = arc sen x, temos; 
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17.6. A INVERSA DA COTANGENTE: FUNÇÃO ARCO-COTANGENTE 
Seja a função f definida por: 


E 17.5. A INVERSA DA TANGENTE: FUNÇÃO ARCO-TANGENTE 
1( Seja a função f definida por: 


Ê 
( 
( 
( Definimos então a inversa de f, denominada função arco-cotangente, como 
; sendo a função f'! de R em 70; r[, para a qual f'(x) = arc cotg x (isto é, a imagem de x 
é o arco cuja cotangente vale x). E o seu gráfico é: 
( Definimos, então, inversa de f, denominada função arco-tangente, como sendo 
Pi a função f', de Rem H E para a qual F!(x) = arc tg x (isto é, a imagem de x é o 
( arco cuja tangente vale x). E o seu gráfico é: 


Exercícios Resolvidos 


17.6) Determine o conjunto-imagem da função f(x) = Saro tgx. 
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17.7) 


Solução 
Sabemos que o conjunto-imagem da função arc tg é H 4 , isto é, 


us T 


3 <arctg < 3 
multiplicando essa desigualdade por 5 , vem 
.,2 z 
“o “3 arcigx<s 
logo, E Ju 
9 (9) ] 2 ã 


Determine o conjunto-imagem da função f(x) = sen (arc cotg x) 


Solução 


Fazendo «a = arc cotg x, temos cotg « =x, com 0 <a <r e x real qualquer. 


Assim, f(x) = sena e comoO<a< x tem-se O<sena<1 
logo, If) = JO; 1[ 


Exercícios Propostos 


17.8) 


17.9) 


Determine o domínio das funções: 
a) f(x) = arc sen 3x 
b) f(x)=2arc cos(5 +3) 


Determine o conjunto-imagem das funções: 
a) f(x) = 3arc sen x 

b) f(x) = -2arc cos x 

c) f(x) =arcsen x 


a) f)= Ri 3arccosx 


17.10) Construa os gráficos de: 


17.11) Determine o conjunto-imagem das funções: , 
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a) f(x) = arc sen (x— 2) 
b) f(x) = -arc cos x 


a) f(x) = 4arctg x kd 
b) f(x)= -atero cotg x 


c) f(x) =arctg x 
d) f(x) = are cotg (=x ) 


17.12) Verifique a paridade da função f(x) = arc sen x. 
17.13) Verifique a paridade da função f(x) = arc cos x 
17.14) Verifique a paridade da função f(x) = arc tg x 
17.15) Verifique a paridade da função f(x) = arc cotg x 


t 


Exercícios Suplementares 


VI.1) Determine o domínio da função f(x) = RE É o mesmo que da função g(x) 
-tg2 x 
=tg2%? 


VI.2) Determine o domínio e o conjunto-imagem da função f(x) = /senx 


VI.3) Determine o domínio e o conjunto-imagem da função f(x) =—2cosx—1 


VI.4) Determine o conjunto-imagem da função f(x) = A + Bsen (2x), onde A e B são 
constantes reais, com B > O. 


VI.5) Determine A e B reais (B > 0) de modo que o conjunto-imagem da função fg) =A 
+ Bsecx seja 
Kf)=(yeR|ys-Gouy>-2) 


VI.6) Determine o domínio e o conjunto-imagem da função f(x) = tg x + cotg x. 


VI.7) Calcule o período da função f(x) = tg x + cotg x 


V1.8) Calcule o período da função f (x) =sen (ax -5) 


us 
sen(ax-2) 


V1.10) Calcule o período da função f(x) = sen 3x — cos 3x. Determine, também, seu 
conjunto-imagem. 


VI.9) Calcule o período da função f(x) = 


VI.11) A figura abaixo mostra o gráfico de uma função f(x) num sistema cartesiano 
ortogonal, em que não está fixada a posição do eixo Oy e as abscissas são 
dadas em função de uma constante real a. Reconheça a função f(x) nos 
seguintes casos: 
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E 


RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


1 a) a=0 
b) a=5 1.8) 0,9em 
ato 1.9) 4em 
c) a= 3 
; d az7 


1.10) x unidades 
od VI.12) O gráfico ao lado representa a função f(x) = A + Bsen Cx. Determine A, Be C 


3 
positivos. 1411) 2 
j À 1 
À DP + VD DR E E e 1.12) — 
| f 3 1 2 
| ) 
| 1! 5a 
li ! 148) Custos 
| | 1210/91 
f 1 
1 
E ssEsaiica pe 1.14) 0,27 rad. 
|| sp 27) 
-E1 LIRE s = de 
61 6 3 15 
| ( 1 E 5 
i] 


293 4 
VI.13) Construa o gráfico da função f(x) = tg x + cotg x 4 


( VI.14) Construa o gráfico da função f(x) = 2sen?x 28) a=4b= 243,c=2,h=43 


VI.15) Construa o gráfico da função f(x) = cos?x 
) pita 29) a=6b=20,c=V8,n=1 
V1.16) Verifique a paridade das seguintes funções: 


a) f(x)=(arc cosx)-5 


2.10) a=4b=203,m=1,h=43 
E 
b) f(x) = Jarc sen xl 


. 211) 2732m, aproximadamente 


( c) f(x)=(arecotg 9-5 2.42) 5,14em 


2.13) 4,1 


ea 


2.14) 49,6m 


2.15) cosa He, tga = 


2.16) E] ga 408 
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2 2 2 
217) E 1 ) (EE) tn, e, 


cosa cosa cosa costa  1-senia 


(sena + 1) —. A+sena 
(1-sena)(1+sena) 1-sena 


2.18) senx- 
13 
3.11) à) 5 b) Sos 
3 5 
12 E b) > 
312) a) —s 15 
3.13) 
(3) 
Tx n 
3.14) a) Es c) E) 
b) 338º d) 10º 
315) a) 1º o) 2º 
b) 2º d) 4º 
3.16) 
3.17) à) b) 
286 ê 


2 


3.18) 


3.19) a) EnF=(x 


3.20) 


3.21) 


(o) 

e) 

Eur =(xx= 244, (kez) 
ME 


= (keZ) 


b) EnFnG= (x x= SE ska, (kez) 


o) F-E=(X x= Era, (kez) 


(ke Z) 


a) x= gra c) A 


b) x= Teka 


dois pontos simétricos em relação ao eixo Oy. 
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4.9) positivo 


4.10) negativo 


am 2 
2 

419) À 
2 

4.13) 0,963 


2 
4.14) cos x = EvStm 


4.15) senx=1 e cosx=0 ou senx= Jocosx= 212 


4.16) a) x= E aka ou x= E aa (keZ) 


b) x=5+2m ou x= sz (keZ) 


4.17) Desenvolvendo o 1º membro, obtemos: 
4-5cosa 3+5sena | 
3-5sena 4+5cosa 


; (4-5cosa)(4+5cosa)+(3-5sen o3+5sena) 
(3-5sena)(4+5cosa) = 


- 16-25cos? a +9 -25senta — 25-25(cos? o. + senta) 
(3-5sena(4+5cosa) — (3-5sena)-(4+5cosa) — 


4.18) Aplicando ao 1º membro a identidade a? — bº = (a — b) (a? + b? + ab), obtemos: 


3 
cosa — sen'o = (cosa — sen a) (costa + senta + sena cos o) = 
= (cosa — sena) (1 + sena cosa) 


4.19) Vamos desenvolver a expressão do 1º membro, mantendo agrupados os termos 


1+senx: 
(1 + senxcos x? = (1+senx)? + 2(1+senxcosx + cosx= 
=(1+senx) + 2(1+senxcosx + (1-sen?x) = ho 


(1+senx)? + 2(1+senxjcosx + (1+senx) (1-sen x) = 
(1+senx) [(1+senx) + 2cos x + (1-senxy]= 
(1+senx) (2+2cos x) = 

2(1+senx) (1+cosx) 
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4.20) 


4.21) 


4.22) 


4.23) 


5.14) 


5.15) 


5.16) 


5.17) 


5.18) 


5.19) 


5.20) 


Temos inicialmente: 

cos? a: cosp = (1—senêa) (1-sen?p) = 1 — sena — serp + senfosen'p 
Então, o 1º membro fica 

sena + sen?p — sen?a-sen?p + cos?wcos?p = 

=sena + senêp — sero:senfp + 1 — senta — semp + serPo:sen?p = 1. 


Aplicando a identidade 
a +pê =(a & b3 (a! +b! - ab?) 
obtermos 


sen%x E cosx a 3senx:cos?x = es a 
= (sen X + cos x)(sen'x a Cos x — sen'x:cos x) e sen X-COS“X = 
=sen'x + cos'x + 2seníx:cos'x = (sen'y + cos'x)' = 1. 


conta 2-V2+42 
2 
cosZ = 2+l2 
8 2 
a) positivo b) negativo c) negativo 
d) negativo e) positivo f) negativo 
) cosx= BL = ne cotg x = Ea 
Il) cosx «gx = a, cotg x = E 


b senx=+0,6; tgx=-0,75; cotgx=-1,33 
ll) senx=-0,6; tgx=+0,75; cotgx = +1,33 


|) cotg x=-2B sony = E, cosx= + 
Il) -cotg PP + os g==É 

5 3 3 
|) tgx=+0,50; sen x=+0,45; cos x = +0,90 


IH) tgx=+0,50; sen x=-0,45; cos x = -0,90 


+2t *(2—1) +2t 
itgx=— —— [ cotg x=5>— 
E a 


a) 3º0u4º b) 1ºou2º o) 1ºou2º 
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5.21) 


5.22) 


5.23) 


5.24) 


5.25) 


5,26) 


5.27) 


5.28) 


5.29) 


5.30) 
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im 


tem? 


Cosx = 


cosnentEê 


1+p 


E 


tgx +18; cotg x = + 3 


tgx = +1; cotg x = +1 


m=4+/13 
a Sr, 2,807 o In, nr.1m 
4" 4'4'4 6' 6'6'6 
Sr, 2n,7,4n 
DB) iG -2m-n0;m; 
) q Naa e) am-m0;m2n 
c) .4m, m.27,Sm 
3' 33'3 
n,3n 1,5 
a) == -+1— 
) 44 a 6'6 
57,7 T.m 
b) === ==> 
| gi 9 coz 
o) -E,5m 
6 6 
a) x=kz e) x= SE ka 
31 tokz 
b) x=>+ka x=>+— 
) Fi f) q 
c) x=S+ka 9) x=to+ka 
0) X=Teka n) x= Seta (k ez) 
9a = 2 utga = 25 
4 5 9 
“ 
a) senatcosa f) coiga 
b) sena 9 A 
cosa 
c) cosa ') sen 


5.31) 


6.5) 


6.6) 


d) 


e) 


b) 


(o) 


“ma 


2º) 


13) 


4 

cosa 
1 

cos? a 


(tga + cotga) sena.cos a = ( 


i) senacosa 


seno + cosa. 
coso send 


= SME ongcosa + SEE 
cosa sena 
seno costa-senta 
i-tgia cosa. cosa 
A+tga a senta costo+sena 
costa cos? a, 


= cosa — (1-cos?a) =2cos?a — 1 
[(cotg a + cos a)? — (cotg a — cos a)? = 


= [(cotg? 


a+2cotg a COS À + COS' 
= [Acotg « cos a)? = 18cotg?o:cos?a = 16cotg?a (1 — senta) = 


2 


o) — (cotg 


)senacos q= 


.sena. cosa. = sen?a. + cos? a = 1 


=cos?a-sena = 


= 16 [cotgêa — cotg"a-sen?a] = 16 [cotg?a — cosa] 


sen x =—0,60 
cos x = 0,80 
tgx=+0,75 

cotg x = +1,33 
secx=-1,25 
cossec x = 1,67 


sen x=-0,60 
cos x = +0,80 
tgx=-0,75 

cotg x = —1,33 
secx=+1,25 
cossec x = —1,67 


22) senx= no 
4 


37 


cotg x=+—— 


4 
sec x=-— 
3 


4 
cossec x=-—— 
7 


Za — 2COtg aucos a + costa)? = 
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6.7) 


6.8) 


6.9) 


6.10) 


6.11) 


6.12) 


6.13) 


6.14) 
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1º) sen xe 032! 2º) sen pedal 
cos nE=E cos x=-— 
5 
p gx=-12 gx= +21 
2 2 
cotg x =: «2 cotg x q 22 
21 21 
secx=-— sec x=-— 
cossec x = + 5/21 cossec x = ao 


21 


+t 1 1 
senx =—===C0S X = —=—==. tgx = +t, cotgx = t-; 
2 +1 vt +41 t 


E AV + 
secx=tí+1, cossec x=————. 


tgx = 


+Jm? 1 
m?—1 
ps-foup=00up2>1 


m=-toum=-2 
4 


m 
tgx=t]|— 
E n 


a) cosa c) 2 + 4cotgêa 
b) sena d) sena 


a) Temos y=(1-cotg x + (1 -tgm= 
=(1+cotgx- 2cotg x) + (1 +tgx — 2t9x)= 
=cossecx — 2cotg x + sec?x — 2tgx = secx + cossecx — 2(tg x + cotg x) 
Por outro lado, podemos escrever 

senx  cosx — sen? x +cos? Ps 


cosx senx —senxcosx 


1 Ca 


tg x+cotg x= & secx.:cossec x 


* senxcosx 
e assim: ” 
y=secx + cossecx — 2sec xcossecx = (sec x — cossec x)? 


b) De secx = 1 A tgêx ,e cossec?x = 1 + cotg?x podemos tirar 
sec?x — cossec%x = tg? Xx-— cotgx 


7.3) 


7.4) 


8.9) 


8.10) 


8.11) 


8.12) 


8.17) a 


isto 


é: 
(sec x — cossec x) (sec x + cossec x) = (tg x — cotg x) (tg x + cotg x) 
e assim 


secx-cossecx | tgx-cotgx 


tgx+cotgx sec x +cossecx 
+ 0,9063 f) —1,4396 
—0,1219 9) -0,1564 
—0,8098 h) -0,9848 
+3,4874 ) -0,5317 
—1,2062 
—0,7530 
—0,9430 


S-[xeRix-+S sam ez) 


-S= eR|x= tarecos[-5 )+ 2a, ke 2) 


S=ixeR|x= tl arecos tp ZE, keZ 
E: 3 3 
ea 
6'6 
ii dn 
arecos| —-— |;2m— arccos| -— 
3 3 
1 1,27 41 1,47 1 1 1 1 
= + —arccos —: —j2n—-—arccos—; 
fg rrocos a; AE 3 q *qiecos n re 3 
4 1 1,2% 4 1 
—-——arccos —;— — —arccos — 
33 383 8 3 
S 
4 
a 
1-a? 


e cRix=5+2a ou x= HE rzm, ez) 
e PA ou x=S+km kez) 


=ixeR|x= arosenS+ Zn ou x=1— arcsent+ 2a ke 2) 
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Dadá 


8.35) & 


Ex 1 1 1 1 
dS=[xeRIx=-24 Jareseni sk Erg — 
5) 3 m OU X Z 2 o aTeson a EM 85 


8.18) a) s- (25) 
3"3 
b) (pas - 
42'4'2 


c) S= (arsendo n-arc senáh 
5 5 


1-u? 

8.36) — 

) t+u? 
8.37) Indicando arc sena =x e arc cotg b=x, resulta senx=a e cotgx=b. Então | 


cossecêx = 1+ cotgx = 1 + b? isto é, senx= = 
E 


1 * 
Obtemos a? =—, donde a=—=== 
d) S=[n-2+Ferosengian-2+SarosensiSE 2 Sarcsenç tabÉ 1+pé 
3º ; 
5m 4 1 Mas devemos ter simultaneamente -Lcx<he0<x<7, 
Ea darsend) 2 2 
Isto é, devemos ter 0<xs5 
8.19) ç Isto indica que sen x = a é positivo, ou seja: 
1 
a= 
z V1+b? 
83) a) q bj = a E 9) 3 
) us ; 2 h: 8.38) a-212 
ea | pe 2 i “8 
3 7 a hp 3 
| Já 
8.32) a) S= xeRix--Lthokez) 8.59) a= 
| | 
| b) S=ixeR|x=-T+km,keZ =.—A 
| Z f 8.40) ade 
| co) S= xeRix--Est0 ez) 
1 1 
à d) S=[xeR|x=arctg2+kr, ke Z) 841) a) S= xeR|x=arosenç+2kn ou xencerosenirdm keZ) ( 
| 
| b) S= xeRix=ti+ZknkeZ) 
| 833) a) S- o) | 3 
| 33 ; 1 | ka 
| : c) S=i;xeR|x=kr ou x=t2+ka, (KeB)l=ixeR|x=—, ke Z 
b) S= E) | 3, 3 
a o s=lxer|x=L42km ou x=T+2km OU x=SE+ km ke Z 
o) s=/20,5n,8n.1tm 14x 17n | O E caga O usem 
s'9'9'9'9'9 é | 
d) S=(arctg 2x +arctg 2) ai | 842) a) S=ixeR|x=t5+kz Kez) 
| 6 y ( 
| 
| 
8.34) s= [Erarctotsy SE sarta(-a t b) S= xenx=ioE ez) t 
14 4 | 42 : ( 
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9.14) 


9.15) 


9.16) 


9.17) 


9.18) 


9.19) 


9.20) 


9.21) 
9.29) 
9.23) 
9.24) 
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o) S= xeRIx=tE+kokeZ) 
d) S=|xeRIx=E+2ka ou x= Ce kez) 
e)" S=ixe RIx=5+kr ou x=arccotg 245 sk, ke 2] 


9 S= xeRix=sg+kakez) 
9) S=[xeR|x=2kr, ke 2) 


h) S=ixe RIx=5+2km ou x= Tra kezh 


) S=ixe Rix=5+kr ou x=srtnkezh 


3 4 3 
a) -— b) -— — 
) E ) E q 
gsdima =E+2km, keZ 
SER 
a) y=cos2x b) y=0 c) y=5 
V8-2,.N6+N2 
404 
2 
So (V5+2) 
4/3+3 
10 
1 22 2 
a) — bb -=— -—— 
) 3 ) 3 e) A 
7 
a) a b) a > 
-m 
a) y =cosx b) y=1 
pet 


9.25) 


9.26) 


9.27) 


9.28) 


9.29) 


9.30) 


9.31) 


9.32) 


9.33) 


9.34) 


y=3 
a) y=sena b) y=0 
6 +n2 
4 
7N3-24 
50 
sen (a+b)-sen(a-b)= 
= (sena'cos b + sen b'cos a) : (sena-cosb — sen b'cos a)= 
= senia'cos?b — sen?b:cos'a = a 
= (1-cos?a)cos?b — (1 cos?b)cos?a = cos?b — cos?a 
2-3 
z senx 
to(5-x)- toq-tox es Ls — cos x—senx 
x senx cosx+senx 

tetos tax lie 

A+u2 
7 z tga. +tgf 
=— =tg>>—— =1 
a+p 7 > t9(2+8) 97 > ESSE >» 
> tga +tgf =1-tgo.tgp => tga + tg + tga.tgp = 1; então 
(I+tga) (1+ tgp) = 1+(tga. + gb +tgo.tg) = 1+1=2 
x+y=5-2 
to(c+9)=to(5-z) -cotg z 
tg x+tg y E o 

t-tgxtgy tgz 
tgxtgz + tgytgz =1-tgxtgy 
tgxtgy + tgxtgz + tgytgz=1 
= 
b 
1º) s=sen(a+b) + cos(a-b)= 


=senacosb + senbcôsa + cosacosb + senasen b= 
=cosb:(sena+cosa) + sen b(cos a + sen a) = 
=(sena+cosa)(cosb+senb)=s4:s2 
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9.41) 


9.42) 


9.43) 


9.44) 


9.45) 


9.46) 
9.47) 
9.48) 


9.49) 


9.50) 


2º) p=sen(a+b)-cos(a-b)= 


=(senacosb + senb-cosa)- (cosa:cosb + sena-senb)= 


= sen a:cos arcos? + sen b'cos b:sen?a + 
+ sen bcos b:cos'a + sen acos a-sen?b = 


= sen acos a (cosb + sen?b) + sen bicos b (sen?a + cos?a) = 


=Ssenacosa + senb'cosb =p, + pz 


a) senx 
b) -cosx 
c) -tgx 
d) —senx 
e) -—cosx 
9 tgx 


a) - cosx 
b) senx 
c) cotgx 
d) cosx 
e) -—senx 
f) —cotgx 


a) -cotgx 
b) -secx 
c) cossecx 


- sen x 
cos x 
-tgx 
senx 
cos x 
tg x 


— Cos x 
— sen x 
cotg x 
— cos x 
sen x 
— cotg x 


— COSSeC X 


sec x 
-tgx 


y= -Ssecta 


xtysz=n>x+y=n-25!tg(x+y)=to(n-2)5 


tgx + tgy 
si 1-tox-tgy 
= tgx+tgy +tgz = tgx.tgy.tgz 


10.18) no 
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=-tgz > tgx+tgy = -tgz+tgx.tgy tgz = 


ea 


10.19) 


10.20) 


10.21) 
10.22) 
10.23) 


10.24) 


10.25) 
10.26) 
10.27) 
10.28) 


10.29) 
10.30) 


10.31) 
10.32) 


10.33) 


10.34) 


10.35) 


tg 3a=tg(a+2a)= 


- tga-tgfa+2iga  Stga-tg'a 


1-tg a-tg 2a E t-tga 


bb m<-2 ou m>2 


tgga+rtg2a — 


1- tga-2tg?a 


1-3tgZa 


10.36) 


11.11) 


11.12) 


11.13) 


11.14) 


11.15) 


11.16) 
11.17) 


11,18) 


11,19) 


11.20) 
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t=5 (o valor t = 4 não convém pois, se 0<x <5 então 0< ç ri portanto, 


0< tos di 
a) 2sen4x- cos 2x c) -2senx-cos 2x 
2cos 5x : cos 2x d) 2sen6x: sen 3x 


us us 
a) 4sen(-2 =x) cos(15 + x) 


b) 4senx.cos? 5 


a) 4sen7x-cos2x- cos 6x 


b) 4cos3xsen[ 2x +Eoos[4x-2) 


y=cotg x 
y=3 
y=3 


sen?a — sen?b = (sen a + sen b) (sen a — sen b) = 
=(2sen8&b o costb) [2senº A] cos2ib). 


F) 2 2 
a+b a-b a-b a-b 
=[2sen 7 "Cos 3 )(2sen 3 Sos Z )- 
= sen[2. 252) sen|2. a- sen(a+b).sen(a-b) 


—Cos 2x : cos 4x 


sen(3x—x) senZx —  2senx.cosx 
tg3x—tgx = = 
cos3x.cosx cos3x.cosx cos3x.cosx — 
1 
= 2senx ——— = 2senx. sec 3x 
cos 3x 


cotga-+tgê = 
2 sena cosá sen arcos 5 


a 


a a 
cosa E “a o. esa"cosshaeharson 


o) Va cos[2-x) 


d) 2sen[2x-Z cos[x+ +3) 


E 
“ 


11.21) 
11.22) 


11.23) 


11.24) 


11.25) 


11.26) 


12.27) 


12.28) 


12.29) 


12.30) 


12.31) 


= tio 2d =cosseca 
sena-cosá sena-cos— a 


1,02 
Da igualdade dada, aa 


a-tgx+b-tgy=a- tg XE E +b-tof o 


atgx-atgHS Rm -btgy 


a. , 
Cosx.cos — ss ab cos X+Y cosy 
2 2 
ax” = logo, acosy = bcosx 
a sens2e +sen28º] — b)cos6x + cos 4x 
V2+1 sos | 
a y=38 bd) y=-5 
y=sen7x 
4821 
ua 


Tt kz 
E =kn ou x="-+—, ke Z 
S=i;xeR|x=kr o 28 e | 


S= xerix-ZE ez) 


s- xeRix-E kez) 


2kz 3r 
= =—+—— ou x=—>-+2kr, ke Z 
S=jxeR|x a 3 x Fá 1, k e | 


c) cosx-— cos 5x 


e) 


“2 


v=7 
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12.32) 


12.33) 


12.34) 


12.35) 


12.36) 


12.37) 


12.38) 


12.39) 


12.40) 


12.41) 


12.42) 


12.43) 


12.44) 


12.45) 
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S= 


r 


Ss 


S= 


xeR 


xeR 


xeR 


xeR 


xeR 


xeR 


xeR 


xeR 


xeR 


xeR 


xeR 


xeR 


xeR 


X=+5+2kr, ke 


x=a+2kr ou x 
x=Fekokez] 
x=-a+km ou x 


nr 
x=—+2kr ou x 
Z tu 


x=I +kz ou x= 
S = 


X=to+km, kez) 


Ei 


x=+kr ou x=G+km, ez) 


=+Ma kez) 


2 + 2, kez) 


=Ssdakez) 


n.kz 
Xx=-=—=4+— À 
+ a Fez 
ref, ez) 
t kz 


ade! 


3nt2r km 
vil 
a “2 ez) 


12.46) 


12.47) 


12.48) 


12.49) 


12.50) 


12.51) 


12.52) 


12.53) 


12.54) 


12.55) 


12.56) 


12.57) 


12.58) 


12.59) 


s-[rerx- 


S=;xeR|x=2arctg 


ride, Ds, k ez) 


fes +2km, ke 2) 


S= xeRix=S+ka ou x=knkeZ) 


S= xeRix=* qux=2E,!E kez 

2 82 
s=lxeR|x= E pn keZ 

24 
S=ixeR|x=arctg(-5)+kr ou x-Lrtnkez) 


s= rem Etarocos[1-E | ram k ea] 


a 


xeR|x=T+]+2kn, keZ 
43 


xeRIx=TErka ou x= ota kez) 
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a 12.60) 


13.6) 

13.7) 

( 13.8) 
13.9) 
13.10) 


13.11) 


13.12) 


( 14.14) 


14.15) 


14.16) 


S=(0) 14.17) S=60/14cm? 
2-3 


, 14.18) a=v6-v2,b=10=2-V3,6=159,58= 115 
S= xeRbo+kmcx< aka, tez) 


14.19) 45e6 


14.20) a=2/2,b=V3+4c=/3-1Ã=90º,8=75º,0=15º,8=1 


S= men Lene? ou -Z<x<0 ou E<x<E ou E gen 
4 2 4 4 2 4 


14.21) a=5V2, b=4V2, c =3/2,Ã=90º, E arsenÉs Gsgresends =2 


S=;xeR|x=0 ou Texs SE ou x-m) ' 
14.22) a) Dect=a?+b?-2abcos C e b?=a2+c?- 2accos B 
aeb io dio a fama) go) 
n 5m tiramos acosdp aEdbes: e arcoaj ie ltici sb 
S= Red es tS eh keZ 2b 2c 
a? rbi=cê, pêngêa? 


donde b-acos6 =b- 


DD em dio 2 SO 
8 2c 20 
E E Assim, DracosC. 
S=)xeRIESx<7 ou E exam) c-acosB b j 
Mas, pelo lei dos senos: 2 = Sen. donde 
b senB 
S= xeR|-n<x<s-3? ou Lcx<n b-acos6  senê 
4 4 EE z 
c-acosB senB 
a) obtusângulo d) acutângulo o ue « a24b2-c2 
b) obtusângulo e) obtusângulo b) De cosB= == O AR = 
c) retângulo EC DL autai 
vemccosB pat+ci-bo ebcosê = at+bi cê 
retângulo 2a 2a 
E E (2 4+p2 02) + (22 402.62) 222 
a) A=48º, 8=600, 6 =75º, 8 = 318 donde b cosC +ccosB = 2a E =a 


J8 (v3 +1) . q 3443 0) Pelo exercício anterior, temos: 
dj Wes —+, B= 46º, C= 120º 8=— b=acos € +ccos À 
a=bcos € +ccos B 
pm) = Btu2, B= 135º, 6=308, = 1841 ' donde: 
“ 


ccos À=b-— acos É 
ccos B=a —bcos É 
Assim: 
ccos À + ccos B =a+b-acos É — bcos É = 
=a+b-(a+b)cos 6 =(a+b)(1-cos 6) 
Isto é, 
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80m 


(a+b)(1-cos E)=c(cosÃ+cos 8) 
Da lei dos senos obtemos a sen B =bsen À 


donde b sen À — asen B =0(I) 
Do exercício 14.22.b temos 


acos B +bcosÃ=c (11) 
somando (1) e (Il), vem 


acosB -asenÊ + bcosÃ + bsenÃ=c 
ou seja, a(cos B - sen B) + b(cos À +senÃj=c 


Temos S = ÍbesenÃ=1bs ESA 
2 cotgÃ 


donde 28 cotg À = bc cos À 


Por outro lado, S = das senB = das: cosa 
2 cotgB 


Donde 2S cotg B = ac cos B 
Assim, 28 cotg À + 2S cotg B =ac cos B + becos À 


Isto é, 2S (cotg À + cotg B) =c(acos B +bcos À) 
Do exercício 14.22.b temos 


acos B +bcosÃ=c 

Logo, 2S (cotg À + cotg B) = c? 

Do exercício 14.22.b temos 

ccosÃ=b-acos É 

e ccosB =a-bcos É 

donde ccosÃcos B =bcos B -acos É cos É 


e ccosÃcos B =acosÃ-bcos À cos É 
então 


bcos B -acos Ê cos É =acosÃ-bcos Âcos É 
ou acosÃ-bcos B =bcosÃcos É -acos Ê cos É 
eassim acosÃ-bcos B =cos É (bcosÃ-acos B) 


aproximadamente 513m 


aproximadamente 62m 


do 


h=R (cosseca — 1) 


aproximadamente 164m 


a) [41,1] a) [-3:-1] 
b) 


[-3; 3] e) [-3,5] 


15.8) 


15.9) 


15.10) 


15.11) 
15.12) 


15.13) 


15.14) 
15.15) 


15.16) 


16.17) 


16.18) 


o) [2;4] 9 T0;1 


(veR|y<— ouy21) 
b) (yeR|ys-2ou y22) 
(yeR|y<s-3ou y2-1) 


b) frehe SE ceu ez 


fmax=—4; fmáx = 2 


fmin=0; fmax=4 

nin =5 

fmáx = 10 

[22] 

a) Ímpar c) par 
b) par d) impar 
a) 3 e) Ra 
bb 4 91 
) 3 9 5 
9 E h) fi 
a) q c) 5 
b) 2x d) Ei 


xeR 


xeR 


y<-2 ou yz6) 
yz1 
y>0) 


rede kez) 
5 


o 
S 
E) 
| 
1x 1 
I 1 
4 Te 
| Est 
] 1 
1 ) 
1 ! 
1 7 
] 
! 
! 
1 
1 
] 
> Ni 
4 
o S 
“e 
E 
“E 
o 
4 
Va 
1 
1 s 
x| pa 
e) e á 
E E 
e ka No o q l 
s g (oo) GS q“ E O CS | == 29 | E e 
E) z ae 
E - o — — Ed 
7 8 oo o = ! 
) = domo 
— as 1 
o 1 
= 
CE CS STM TOoO cc fi 
o 1 
õ S ! 
E AR 
xjo o ia 
5 E x 
io 
2.8 ) 
H E Ro E E 
o e O e ed 
-— M Elo sas 
“sÃçso + E a 
5 se E q E = 
S 2 E 8 q Sa 
o o o ) ) ) ) s 
C Ss gd io S So E) 


o) y f 
4 1 
1 
1 
] 
1 
| 
1 
1 
1 
o 
O PR A DR O 
] 
1 
1 
EA 
4 
Ee ÃO 2 
d) 16.29) Sugestão: transforme g(x) em produto. 
y 
16.27) a) 
| 17.7) 
17.8) 
b) 
17.9) a) 
: y 
7 
16.28) Sugestão: construa, um à partir do outro, os seguintes gráficos: 
(1) senx : 
(2) sen 2x 
(3) 3sen 2x 
(4) 1+3sen 2x = g(x) 
310 o 
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17.10) 


17.11) 
17.12) 
17.13) 
17.14) 


a) Jx 27 o) jo a 
E E 


função ímpar 
a função não é par, nem ímpar 
função fmpar 


a função não é par, nem ímpar 


ea 


11) 
1.2) 


1.3) 


1.4) 


1.5) 


1.6) 


17) 


1.8) 


1.9) 


110) 
11.1) 


11.2) 


11.3) 


11.4) 


RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS SUPLEMENTARES 


S=[(120º; 150º) 


Grado — é um arco unitário PQ igual a 58 da circunferência; nx = 2000. 


10m;30me 10,7 = 26,5m 
44º e 48º 


9+44/2 
9 


y=a-2 


a) 0,2250 
b) 0,5736 
c) 1,540 
d) O 

e 2 

9 1,1547 


3 


1 E 
senx = 7 cosx = + OU então senx = 


2y2 
8 


ecosx=t=— 


w|— 


senx = Ra ecosx= sé ou então senx =+5 e cosx= 216 


(sempre sen x e cos x com mesmo sinal) 


senx = Be Cosx = gs 


(quatro combinações possíveis entre os sinais) 
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I.5) senx=0 ecosx=1 ou então senx = 7 
: a+ 


16) senx=1ecosx=0ou então sen x= 


mé +1 


1-tg%o 1-tg?o 
tetgio sec? 0 
= cos?o — tg'o - cos?o = cos?o — sen?o = 
= cos? — (1-cos?8) = 2cos*o — 1 


11.7) =(1-190).cos2o = 


11.8) ( 
+ (1 — cosx + 2tg*x — 2tgx cos*x) = 

- costx + 2tgx — 2senx = 

- cosx + 2tgx — 2(1 — cos x) = 

- cosx + 2tgx — 2 + 2cosx= 

tgx + cosx 


CU 


NNNNa 


Diz 
11.9) cid 
a 4senx | cosx 
11.10) 4+4tgx+cotgx . cosx senx 
4tgx—cotgx dsenx  cosx 
cosx  senx 


— Asenx cos x + 4sen? ço x. 
4sen?x— cos? x 


bh (2senx+ cosx)? - 2senx+cosx 
“ (2senx-cosx)(2senx+cosx)  2senx—cosx 


A 


11,11 
) 2 -sec x 2 -sec x 


- cos2x-senêx (cos? x-sen 2xXv2 +secx) 
2 -secx 2-sec?x 
* [cos2x—(1-cos2x)J(v2 + sec x) 


1 
ni cos? x 
cos? x-(2cos2x— 12 +sec x) 
2cos2x—1 
=cos2x-(V2 +secx) 
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HE 1+ 2t9%x) senêx =1+ (14210 (1 — cos?) = 


cos* x sen?x - (cos? x+sen 2x)(cos? x-sen BO 


“4 


1.12) Temosy=sena(1+tga) + cosa(1+cotga) - seca= 
=sena + sena:tga + cosa + cosa -cotga — seca = 
=(sena + cosa-cotga) + (sena:tga + cosa) — seca = 


11.13) 
11.14) 


1.15) 


11.16) 


1.17) 


11.18) 


11.19) 


cos?a ) [senta 
=| sena + + +cosa |-seca = 
sena cosa 
| 
= + -seca = 
seno cosa sena 


Por outro lado, se tga = , temos 


2 ao pa 
sect a =1+tg dep SISRr! donde 
a! sto 2 
senia=1-costa =1-2 > BE e então 
a? 


b 
sena =+— 
a 


Finalmente, y = 


mjo 


y=senx 


y =/2 cosseca 


2 | 
senx=—5 q 19X = 2ab  cotgx=2 b 
+ aí-b 2ab 
a? +b? a? +b? 
Secx=5 51 COS Sec x = 
aé-b 2ab 


a+b cogx= e 
do 

Secx=—5——1 COSSeCX =— 
a“-b 


315 


11.20) 


11.21) 


11.22) 


11.23) 


11.24) 


11.25) 


11.26) 


11.29) 


11.30) 


32) 


m+n 


secx = MN cossecx= : 
= 2vymn 
2 
mê- 
cosx=— 1 
mé +1 


m=0 ou m=-2 

m=0 oum=2/3-4/2 
a(3-a2) 
2 


2(4-3(a2 12] 
(21º 


tgo- seco + sen?o (sec O + cos 6)= 

= (sec?g — 1)sec O + sen?o (sec O + cos 0) = 
=sec'o — sec 0 + sen?o-sec6 + sen?B cos 0 = 
=sec'o — sec 0 (1-sen?o) + seno cos 0 = 
=sec'g — sec 0: cos?o + sen? cos 0 = 

=sec'o — cos + sen?B cos 6 = 

=sec'g — cos 6 (1- seno) = 

= seco — cos'g 


aproximadamente -0,9 


“a 


11.33) 


11.34) 


11.35) 


11.36) 


11.37) 


11.38) 


11.39) 


11.40) 


111.1) 


11.2) 


111.3) 


111.4) 


111.5) 


5 
Vira? 
a 
S= Fit arctgsa+arctos) 
EA fa 
Es 35) 
S= xerko sam ez) 
s=/2m, 5", 5n.1tm 
ar Ig 3" 8 
s=[2,3m, 5x, 7n 
44" 4" 4 
S= rerp io rea) 
= [cep Toa ou += leo ez) 
VE 
EEERA 


a+8=5, donde B=5-a Então, 


sen(p-2a) = sen(3-a-2a) = ser(2-30.) =cos3a 


245 +5 
15 
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111.6)  cotg(a+b)= cos(a+b) = cosa-cosb-sena-senh = 
sen(a+b) sena-cosb+senb-cosa 


cosa-cosb sena-senb 
- Sena-senb sena-senb . coiga-cotgb 1 
sena-cosb senb-cosa cotgb+cotga 

á sena-senb sena-senb 


WL7) y=4 

1.8) y=-tg 3a 
a-b 

HL9) y a 


1.10) A+B=7-—C 
cotg (A + B) = cotg (x — C) 
Utilizando a expressão do exerrício |l1.6, vem: 
cotgA -cotgB — 1 
“ColgA+cotgB 
cotg A - cotgB —- 1=-cotg A: cotg C — cotg B: cotg C 
e então cotg A - cotgB + cotg A: cotgC + cotg B: cotg C=1 


= -cotgC 


11.14) a) 2senu-seca=2sena- 


cosa 


2senacosa-1 senZa-l 
= SSC0OCOSa "| Sendo! ceca(senZa-l) 
cosa. cosa: 


b)2cosa-seca=2cosa- — = 
cosa 


. 2008201 cos2a 


=Sseca.-cos2a 
cosa. cosa 7 


111.15) oe = Ro (2º) 


111.16) y = 4cos 2no 
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111.17) y=1=m 
111.18) y = cos 
111.19) y=1-= 2 
11.20) y =1 
111.21) y = 2cos « 


111.22) sen(a + b) : sen(b — a) 


1,23) 4cos2.cosB.cos£ 


a 08" ChO 5 

111.24) - senda rd, 

111.25) y=4 

14.1) Se [remp=-Erma ou xo SEE, vez) 

N2) S= xeRp=TE io e xe EE km, keZ e ez) 
IV3) S= xeRb=-SE 2 + 2um ou xo, tez) 


IV.4) S=ixeR|x=2kr ou x=S+km, tez) 
1V.5) S=!xeR|x=kr ou xo Tete, tez) 
1v.6) S=!xeR|x=kr ou =sTezim, ez] 


7) S=ixeRx=E+T ou et tez) 


8) S-= xeRk=T ou x=arecos Etta, vezh 


.9) S= 


1V.10) S= 


V11) S= 


IV.12) S= 


1.13) S= 


1V.14) S= 


1.15) S= 


V.16) S= 


V17) S= 


V.18) S= 


V.19) S= 


V.20) S= 


xe plx=s Et keZ 
de: 12 


xe Rot, ez) 
, 2 
Tum 2kr 
Rix=—"t—+5—, k 
xe R|x 12 g* E ez) 


xe Rix=2+24+2kr, keZ 
43 


2 
xeRix=—""<xs— 
e a º | 


xeRx=tr ou -I<xx<i 
8 8 


2 


Tr 5 
xeR|-<x<— oU — <x<— 
6 2 


xeRPE xira, tez) 


V.1) -obtusângulo 


xeRK=-Sekncx<Teka, tez) 


xeRE<x<Z ou Saga ou SE 2 pad] ou — <x<27 
4 4 4 4 


V.2) b=31cm, c=50cm, 8=30º, S=573,5cm? 


3m 
2 


ás 


ea 


v.3) 


V.4) 


V.5) 
V.8) 
V7) 


V.8) 


V.9) 


S = 1805 cm? 
c=8+2,8=15º,6=105º,S=v3 


a=2/6,b=2/3+2,0=4,0=45º,5=2(3+43) 


Temos s=Jah, s =jeb senle S=Jac sen Ê 


Então ah= ab sen É e ah=acsen B 
ouseja:h=bsen É e h=csen Ê 
Assim, 

hcotg B =csen Ê cotg B =ccos É 
ehcotg É =bsen É cotg É =bcosê 
onde 


hcotg B + hcotg É =bcos É + ccos B =a 
(conforme o exercício nº 14.22.b). 


Portanto, 
hs o ms 
cotg B+cotg C | 
O eo lê 2 
a. af+ci—b a -al+b'-c 
V.10) Temos cos B= SEE ecosC= 2ab 


cosê a+bl-c? c 
o b 
b cosê at+b?- 
c cosB al+c? E 


ns di senB T senB-cosC at +b?-c? 
c senê' senó.cosB at +c?-b? | 
tgB at+bl-c? 
ou seja, S- = 


tgO asc? 
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VA?) H=nf1 de] 


ca tgb+tga 
V.12) c=d E EIS O 


VI.1) a) D(f) [x eR 


xa Z+km e E 4 keZ 
2 42 


kz 


b) não pois, 0(o)= [+ eR xedto k ea) 


VL2) D()=(xe R|2kr<x<n + 2km, ke 2) 
If) = [0,1] 


VI.3) p(p=|xer 
l 


rotas as T+, tez) 
Kf=[-1, 0] 
VI4) UD=[A-B/A+B] O 


< 
o 


A=-4,B=2 


VL.6) (= [re R 


oa dE, tez) 
2 


K)=(yeRlys-2 ou y>2) 


VIT) q 

VI.8) m/2 

VI.9) 2/4 

Vito) ZE; up =[-V2; 2] 

VI11)a) f(x)=cosx c) f(x)=-senx 
b) f(x)=senx d) fx)=-cosx 


VL12)A=1,B=2C=3 
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“oa 


VI. 13) 


VI. 14) 


VI.15) 


Ss q ia pm 


dig pu q mi pi o ia es au Cn cê qq sa 


c) ímpar 


TABELA DE RAZÕES TRIGONOMÉTRICAS 


gº sen tg cotg cos 
0 0,000 0 0,000 1,000 0 90 
1 0,017 5 0,017 5 57,29 0,999 8 89 
2 0,034 9 0,034 9 28,64 0,999 4 88 
,3 0,052 3 0,052 4 19,08 0,998 6 87 
4 0,069 8 0,069 9 14,30 0,997 6 86 
5 0,087 2 0,087 5 11,43 0,996 2 85 
6 0,104 5 0,105 1 9,514 0,994 5 84 
7 0,1219 0,1228 8,144 0,992 5 83 
8 0,139 2 0,140 5 7115 0,990 3 82 
9 0,156 4 0,158 4 6,314 0,987 7 les 81 
10 0,173 6 0,1763 5,671 | 0,984 8 80 
11 0,190 8 0,194 4 5,145 0,981 6 79 
12 0,207 9 0,212 6 4,705 0,978 1 78 
13 0,2250 0,230 9 4,331 0,974 4 RE 
14 0,241 9 0,249 3 4,011 0,970 3 76 
16; 0,258 8 0,267 9 3,732 0,965 9 75 
16 0,275 6 0,286 7 3,487 0,961 3 74 
17 0,292 4 0,305 7 3,271 0,956 3 73 
18 0,309 0 0,324 9 3,078 0,951 1 72 
19 0,325 6 0,344 3 2,904 0,945 5 Ei) 
20 0,342 0 0,364 0 2,747 0,939 7 70 
21 0,358 4 0,383 9 2,605 0,933 6 69 
22 0,374 6 0,404 0 2,475 0,927 2 68 
23 0,390 7 0,424 5 2,356 0,920 5 67 
24 0,406 7 0,445 2 2,246 0,913 5 66 
25 0,422 6 0,466 3 2,145 0,906 3 65 
26 0,438 4 0,487 7 2,050 0,898 8 64 
ESA 0,454 0 0,509 5 1,963 0,891 0 (x) 
28 0,469 5 0,531 7 1,881 0,882 9 62 
29 0,484 8 0,554 3 1,804 0,874 6 61 
30 0,500 O 0,577 4 1,732 | 0,866 0 60 
31 0,515 0 0,600 9 1,664 0,857 2 59 
32 0,529 9 0,624 9 1,600 0,848 0 58 
33 0,544 6 0,649 4 1,540 0,838 7 57 
34 0,559 2 0,674 5 1,483 0,829 0 56 
35 0,573 6 0,700 2 1,428 0,8192 55 
36 0,587 8 0,726 5 1,376 0,809 0 54 
37 0,601 8 0,753 6 1,327 0,798 6 53 
38 0,615 7 0,7813 1,280 0,788 0 52 
39 0,629 3 0,809 8 1,235 0,777 1 51 

E TE= 
40 0,642 8 0,839 1 1,192 0,766 0 50 
41 0,656 1 0,869 3 1,150 0,754 7 49 
42 0,669 1 0,900 4 1,111 0,743 1 48 
43 0,682 0 0,932 5 1,072 0,731 4 47 
44 0,694 7 0,965 7 1,036 0,7193 46 
45 0,707 1 1,000 0 1,000 0,707 1 45 
cos cot | t E se e 
9 9 | n | 9 


